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1 (a). Eftersom
arctant = t + O(t*) = arctan(z?) = 2% + O(z9),

+ g2 4
mzl+§f§+0(t3):> 1+2x2:1+x2—%+0(x6)
far vi
1 +arctan(z?) — V1 +222 14 (22 + O(2%)) — (1 + 2% —2%/2+ O(2%))  2*/2 + O(2®)
x4 - x4 - x4
1 o1
=-+0(") = -daxz—0.
2 2
Svar: 1/2.
1 (b). Maclaurinutveckling av ordning 2 med Lagranges restterm ges av
1 "
f(x) = £(0)+ f(0)x + F(0) 2+ ! (f)xB for nagot £ mellan 0 och =.

2! 3!
Med f(z) = sin(x) far vi f(0) =0, f'(z) = cosz, f'(0) =1, f"’(z) = —sinz, f’(0) = 0 och f"(x) =
— cosx. Alltsa galler
. —cosé 5 .. .
f(z) =sin(z) = x + —6 for ndgot £ mellan 0 och x.
Med x = 1/10 far vi allts& for nagot £ € [0,1/10]

3
|sin(1/10) — 1/10| = ’_Cosf . <1> ‘: [cosg| _ 1

6 10 6000 — 6000’

eftersom |cos&| < 1 giller for alla € € R.

COS£x3 fér nagot £ mellan 0 och x.

Svar: sin(z) =z —
2 (a). Ekvationen &r linjar, och eftersom (In(2 + cosz))’ = —sin(z)/(2 4 cosx) ar
e1n(2—‘,—cos z) _ 24 cosz

en integrerande faktor. Vi far

sin x

(2 + cosz)y) = (2 + cosz) <y - ) = (2+ cosz)x.

2+cos:vy
Eftersom
/(2+cosx)a:da: = /(2x+xcosa:)dx=x2 +xsinz + cosx + C,

(vilket t ex. kan fas genom partiell integration av [z cosx dx) s& far vi

2% 4+ zsinz + cosxz + C

24 cosx

(Losningens definitionsméngd ar hela R.)
z? + zsinx + cosz + C
2+ cosx

Svar: y = , zeR

2(b).r’—r—6=0&r=3eller r=-2,s4
yn = Ae3® 4+ Be 27,
Ansats y, = az? + bz + ¢ ger Yy, = 2ax + b och y;) = 2a. S
Yy — Yy, — 6yp = 2a — (2ax 4 b) — 6(az® + bz + ¢) = —6az” — (2a + 6b)x + (2a — b — 6¢c) = 62” + 22 — 2.

Alltsd —6a = 6, —2a — 6b = 2 och 2a — b — 6¢ = —2 som har 16sningen a = —1 och b = ¢ = 0.
Sa y = yn +y, = Ae* + Be " — 22,

Svar: y = yj, +y, = Ae’” + Be " — 22,



2 (c). Eftersom

2 (v [v0at) =@ +ue) = 2 =0,

samt x = 0 ger o
y0) + [ utrat = y(0) =2
ser vi att integralekvationen &r ekvivalent med differentialekvationen 3’ +y = 0 med bivillkoret y(0) = 2.
(€"y) =e"(y +y) =0 e'y=Cey=_Ce "
(Alternativt, da ekvationen ar en homogen linjar differentialekvation med konstanta koefficienter: karak-
téaristisk ekvation r +1 =0 < r = —1 ger allmén l6sning y = Ce™?.)
y(0) = Ce® =C =2.

Sa

Yy = 2e
(Losningens definitionsméngd ar hela R.)

Svar: y=2""%, x€eR.

3 (a). Integralen dr endast generaliserad i co, och integranden ir positiv. Eftersom In(1+¢) =t + O(t?)
far vi

(1 +1/z) _ 1/z+00/a%) _ 5+ 0(1/2),

x x
Vi jamfor med

som vi vet dr konvergent.

m(lzl/x)/; :W:1+O(l/x)—>ldéx—>oo (0<1< o).
Alltsa foljer det fran jamforelseprincipen pa grénsvirdesform att dven
/Oo In(1+1/x) de
1 x
ar konvergent.
Svar: Konvergent.

3 (b). Serien alternerar, och eftersom arctanz véixer mot 7/2 da x — oo ser vi att termernas belopp
|(=1)*(7/2 — arctan k)| = (7/2 — arctan k)
avtar och gar mot 0 da k — oo. Alltsa &r alla kriterier i Leibniz kriterium uppfyllda, och serien &r
konvergent.
Svar: Konvergent.

3 (c). Vi anvinder kvotkriteriet
(/41 + 1)23k+1x2(k+1) (k—l— 1)2 1 2 )
K23k 2k = k2 '3'|x‘2: 1‘1‘% '3'|$|2—>3‘l‘|2 da k — oo.

Eftersom 3|z|? < 1 < |z| < 1/v/3 &r konvergensradien R = 1/1/3.

Svar: R =1//3.



4 (a). Eftersom
2'(t) = te' och y/(t) = 2t
far vi att langden ges av

3 3 3
/ V()2 +y'(t)?dt = / Vt2e? + 412 dt = / eftersom ¢t > 0/ = / tv/ e 4 4dt.
1 1 1
3 3
Svar: / Vit2e?t + 4t2 dt ( / tve?t + 4dt> .
1 1

4 (b).

Eftersom y(z) = 23 — 1 giller y/(z) = 322 si att ds = /14y (z)%dx = V1+ 9z%dz. Avstandet fran

ds-elementet vid z till rotationsaxeln y = —1 &r 23, sa nir ds elementet roterar kring y = —1 uppstar
ett band med area 2wz ds = 2r23v/1 + 924 dx. Alltsa ges rotationsarean av

1 1 3/271
1 2(1 + ot
202®\/1+ 92t do = [t = 2, dt /4 = 23dx/ = / 2mv/T+ 0t dt = g {(*9)} = 217(10\/1071).
0 0

0 3.9

Svar: 2%(10@ —1).



1 o]
1 1/x
dgcg/ —dx + ——dx
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5. Eftersom |sin(¢)| < ¢ och |sint| < 1 géller for alla ¢ > 0 far vi
NG NG VT
91t

= [2v7], + lim [\[} =2+2=4.

Detta visar att integralen ar absolutkonvergent och ddrmed &ven konvergent. Detta ger dven att
* sin(1/x) dz < * sin(1/x) * Isin(1/z)

For att visa den nedre olikheten noterar vi att sin(1/z) > 0 f6r (bland annat) > 1 och sin(1/z) > —1
géller for alla x, alltsa géller

°° sin(1/x) - sin(1/x) - °° sin(1/x) . ! sin(1/x) B
" i [P e [T s [P [t
>0

6. Med y(x) = >.,7 , ¢p,x™ far vi nir |z| < R, dir R &r potensseriens konvergensradie,

:ny(ac)f3/0 y(t)dtzgcn 32/ cpt™ dt

n=0

= . O nil e n—2
:;C”xﬂ_g; n+1 Z( n+1>c”x+l_zn+10”x+l'

n=0

Vidare noterar vi att

oo
1$ —m3:x-1 "—x3:Zx"+1—x3dé|x|<l.
-z -
Alltsa far vi ekvationen
oo
-2
Z Llc "t = Zm"“ 2% da |z| < min(R, 1).
n=0 n+ n=0

Sa for n # 2 maste (n—2)c,/(n+1) =1, dvs. ¢, = (n+1)/(n —2) for n # 2. Fér n = 2 ger ovanstaende
ekvation ingen information (OBS! bade termerna i VL och HL blir 0 for n = 2), men eftersom bivillkoret
y"(0) = 2 var givet giller, enligt Maclaurins formel, co = 3”(0)/2! =2/2 = 1.

For att visa att konvergensradien dr 1 kan vi anvénda rotkriteriet. Fér n # 2 giller

1
Ylenan| 2t |x|—>|x\ da n — oo.

Alltsa ar konvergensradien 1, och darmed ar beraknlngarna ovan giltiga for |z| < 1.
Svar: ¢, = (n+1)/(n—2) fér n # 2 och ¢3 = 1.




