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1. (a) Vi behover standardutvecklingarna
z3 i
sinx =x — - +O(2°) och arctanx =z — ) +O(z°)

och med hjalp av dessa utvecklingar finner vi att
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(b) Eftersom
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sa blir, med ¢t = 2z och s = —u,
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Dérmed ser vi att fér « nira 0 blir parentesen stérre #n noll och da z? viixlar tecken
i z = 0 sa kan vi inte ha en lokal extrempunkt i z = 0.

(c) Enligt standardutvecklingar &r
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sa med s = 5 + Y + O(2%) finner vi att
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Svar: (a) 3 (b) ingen lokal extrempunkt (c) 1 — T % + O(x°).



2. Ekvationen ar linjar med konstanta koefficienter och har det karakteristiska polynomet
p(r)=r*+r? +dr+4=+4)(r+1)=(r+2i)(r—2i)(r+1),

vilket vi ser genom att gissa roten r = —1 foljt av polynomdivision. Saledes ges (enligt
kénd sats) losningarna till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 av

yn = Cre ™ + Cy cos 2x + Cy sin 2.

Vi soker en partikulédrlosning sa att

—x

p(D)yp, = we

Vi ansitter y,, = z(z)e*. Genom direkt derivering finner vi att

y;n = (¢ = 2)e”", ?/Zl = (2" =27 +2)e”” yZ{ = (Z/” — 32"+ 37 —2)e”™.

Insatt i ekvationen ger detta

p(D)(ze") = (2" — 32"+ 32" —2)e™" + (2" — 22 + 2)e " +4(2 — 2)e™" +4ze”"
— (z/// . 2Z” + 52/)6—(177
sa
2" — 22"+ 5 =
Vi soker en 16sning till denna ekvation och ansiitter » = Axz? + Bux, vilket leder till

1 2 2
att 10A =1 och —4A+5B =0,sa A = 0 och B = % Déarmed ar z, =

T 2z
2?2z
och y,, = 0 + o €
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For att hitta en partikuldrlosning till ekvationen P(D)y,, = cosz kan vi gora ansat-
sen yp, = C'cosx + Dsinz, sa

y,, = —C'sinz 4 D cos, Yy, = —C cosx — Dsin, Yo = C'sinz — D cos .

Insatt i ekvationen ger detta

Csine — Dcosx —Ccosz — Dsine —4C sinx +4D cosx +4C cosx + 4D sinx = cosx
& (C—-D—-4C+4D=00och — D —-C+4D +4C = 1.

1
Alltsa maste C' =D och 3C+3D =1,saC =D = 5

Vi har ddrmed funnit den allménna lésningen

22 1
Y =Yn + Yp, +Yp, = Cre”" + Cycos 2z + Cssin 2x + (f—o + %) e+ G (cosx +sinz).

2 2

1
Svar: y = (E + o +C’1) e+ Cycos2x + Cysin2x + g (cosz +sinz), z € R.



3.

(a)

Enligt kidnd logaritmlag sa géller att

1 1
ln(x+1)—lnx:1nm+ :ln(1+—>.
T

Vi finner da att
In(z+1)—Inzx 1 In(1+1)

In(1+12)

T

dar

—1, dax—

~—~ 8|~

enligt kédnt standardgrénsvarde
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anvénd annars en Maclaurinutveckling). Eftersom

ar ként konvergent (o = 3/2 > 1), >0 och 0 <1 < oo sa foljer det

att integralen i fragan ar konvergent enligt jamforelsesats.

Vi noterar direkt att arctan(k) — g da k — oo och coskm = (—1)*, sa termerna i
serien gar ej mot 0 da k — oo. Alltsa &r serien divergent enligt divergenstestet.
For k > 1 sa galler att
2k 2k 2k
2 -4k = 3k + 4k = 2.3k

vilket medf{or att
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= 2k = 2k I /1 1 1/2 1
—> — T — —_— = — . = —
;3k+4k—;2-4k 2%(2) 2 1-1/2 2

enligt formel for geometrisk serie.
Alternativt: eftersom

L_z’“.;_(z)’“.;
a4 ) 2/ (94

och for k > 1 sa giller

sa foljer det att

och

Svar: (a) konvergent (b) divergent (c) se ovan.



4.

(a) Bagelementet finner vi enligt

Va2 +1
ds(x):\/1—i—y/(:c)2d:c:\/1+(1/x)2dx:x—+dx, e<z<eé?
T

och rotation sker kring y = —2. Vi ritar en principskiss.
Y
y=Inx
2
ds
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Rotationsarean som uppstar da kurvan roterar ett varv kring y = —2 kan beréknas
enligt
2 2
¢ (241 241
A:27r/ (2—|—lnac)ds(x):27r/ ( ne) Vo dx.
e & z
(b) Omradet 1 <y < 2cosz, 0 < x < g, roterar ett varv kring x = —1. Vi ritar en
principskiss.
Y
E z+1
< 1
; ; x
-1 x z
Vid rotation kring x = —1 sa uppstar vid punkten x en cylinder som har radie = + 1

och hojd 2cosx — 1. Genom att multiplicera mantelarean for denna cylinder med en
liten tjocklek dx sa erhaller vi volymselementen

dV(z) =2m(z+1)(2cosz —1)dz, 0<z< g



Vi summerar volymselementen och ser att
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Svar:(a)27r/e (2+1nxi I2+1dx (b)27r<7r\/_+\/§———1—1—;>

e

. Sétt f(x) = In(1 4 z). Direkt derivering ger
flx)=(1+2)" f(2) = —(L+a) 2 fO) =2(1+2)"" och [P (2) = —6(1+x) ",

sa
f(0)=0, f(0)=1, f(0) =1, f9(0) =2 och fW(&) = —6(1+¢&)*

Maclaurinutvecklingen av ordning 3 for In(1 + ) blir darfor

f'0) 5 fD0) 5 fUE) 4

In(1+z) = f(z) = f(0) + f(0)x + T+ x° + T
—_——— 2! 3! 4!
Exakt virde 1’2 ZB3 _ 1.4
B (T3
——

Approximation Approximationsfel

for nagot £ = £(x) mellan 0 och z.

Antag att || < 1/4. Eftersom & ligger mellan 0 och x sa géller —1/4 < ¢ < 1/4. Déarmed
blir 1 +& > 3/4 och 1/(1 4 &)* <1/(3/4)*, sa

e jz*
(1 +2) = (x = 2*/2 +2%/3)] = ’4(1 +O1 T A1+ ey
ot _ SRl 1 11

= — < —.
= A(3/4)f T 3t T 431 324 300
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r*  x
Svar: p(z) =2 — — + —.
p(x) 5 T3
. For att ekvationen ska vara definierad maste |z| < 7/2, sa vi antar att detta &r sant.
Genom att lata © = 0 1 ekvationen ser vi att 2y(0) = —8, sa y(0) = —4. Vi deriverar
ckvationen och finner att
,  9tanz
2y + = 0.
l+y
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Eftersom ekvationen dr separabel sa giller sa lange y # —1 att

,  9tanz
I+y

=0 & 2(1+y)y =—-9tanx

& /(2+2y)dy:—9/tanmd:p

& 2y+y*=C+9In|cosz]
& (y+1)?=D+9In|cos x|

dér D ar en godtycklig konstant. Villkoret y(0) = —4 medfor att
(=3))=D+9ml=D & D=9

Vidare ser vi att |cosz| = cosz da |z| < 7/2. Vi kan &ven se att detta intervall &r
nodviandigt for differentialekvationen da villkoret finns i x = 0. Saledes géller att

(y+1)* =91 +Incosz) < y=-1%+/9(1+Incosz)=—1%+3v1+Incosz.

Da y(0) = —4 dr y = —1 — 3y/1 + Incos  enda mdojligheten. Det storsta dppna intervall
(som innehaller z = 0) dér detta uttryck &r definierat ges néir

1

I+Incosz >0 <« Incosz>—-1 <& cosx>e ! <« |z <arccose™

for att fa ett intervall som innehaller z = 0. Har anvande vi att —7/2 < = < 7/2
tillsammans med faktumet att 0 < e=* < 1 i den sista ekvivalensen. Definitionsméingden
blir ddrmed | — arccose™!, arccose™'[.

Svar: y = —1 — 3V/1 + Incosz, déir x €] — arccose™!, arccose™![.



