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Vi utvecklar ndmnaren sa langt att vi ser den ledande termen dar. Standardutvecklingen
1+ =14+t/2+ (1é2)t2 +O#3) =1+t/2—12/8 + O(t?) med t = —2? (notera att
x—=0=1t—0) ger

2 4

o 6 2?2 2t 6 zt 6
\/1—,7:2—005,7::(1—?—?4—0(90 ))—(1—5—1—?—1—0(30 )):—F—i—(?(x ).

Vi utvecklar dirfor téljaren till och med grad 4 i z (med rest O(z®) eller hogre). Standard-
utvecklingen e? = 1+t +t2/2! + O(t3), ocksa med t = —a?, ger

4 4

P4 —1=a?+ (1-2” + 5 + 0") - 1= 5 + 0G°),
sa
2 —z% _ 4 6 2
v et -1 22406 124067 1240 4 g0
V1—22—cosz —21/6+0(x6) —1/64+0(22) —-1/6+0
Svar: —3.

Vi Maclaurinutvecklar funktionen sa langt att vi ser den ledande variabla termen. Standard-
utvecklingen In(1 +t) = t + O(t?) med t = 2 ger
3 3

flz)=2—2"sin®z+In(l+2")=2—2%(z - % +0(2%)) (z — % +0(z%)) + (=" + 0(z%))

a’ 8 6 (1 2
:2+?+(’)(9€ )=2+=zx (g—f—(’)(x ))

Eftersom 2% > 0 d& = # 0 och 1/3 4+ O(x?) > 0 d& z ir nira 0 ser vi att f(z) > 2= f(0) da
x &r ndra 0 men x # 0. Saledes har f (strdngt) lokalt minimum i x = 0.

Svar: f har lokalt minimum i = = 0.
Vi far successivt f(z) = 23/2, f/(x) = 322/2, " (x) = 32~ Y2/4 och f"(x) = —3x73/2/8,
sa f(1) =1, f/(1) =3/2, f"(1) = 3/4 och f" (&) = —3£3/2/8, varfor

22 = 1) = 1)+ 1) - ) + T @ 1 T gy

3 3
=1+ 5(3@ — 1)+ (- 1)? for nagot & = £(x) mellan 1 och .

1 3
8 ~Teer@ Y

Det karakteristiska polynomet p(r) = 7%+ 6r? + 13r = r((r+3)?+22) har nollstéllena r; = 0
och ro 3 = —3 =+ 2i, s4 16sningarna ir y = A + e 3%(B cos 2z + C'sin 2z).
Svar: y = A+ e 3% (B cos2x + C'sin 2z).

Eftersom 32 4+ 2 > 0 kan differentialekvationen skrivas om och integreras pa foljande sitt:

2yy’ 2y dy
2uy =3y°+6 < :3@/ :/Sd s In(y?+2)=3z+C.
vy =3y" + 12 212 z n(y”+2) =3z +
Bivillkoret y(0) = —2 ger C' = In6, och
In(y?+2)=32+n6 < y*+2=6e" < y=-\6e3 -2

dér '—’ géller i sista steget eftersom y(0) = —2.
Det storsta 6ppna intervall som innehaller = 0 och dér y(x) ar en l6sning fas ur kravet

1. 1 In3
6’ —2>0 < —ln-=-——.
€ xr > 3 n 3 3
Efterfragad kontroll: Bivillkoret: y(0) = —v/6e30 — 2 = —/4 = —2; differentialekvationen:
VL = 2yy’ =2 (—\/6€3Z — 2) (—ﬂ) =18¢3" och
v 2637 — 2

1
HL =3y?+6 = 3(—\/663z 72)2 +6=18¢e3 =VL. Svar: y=—V6e3 -2, x> 7%3.



3.

(a)

2k

Satt ap = m for fixt © # 0. Eftersom
Qi1 _ 22(k+1) 22k B @ 1/k+ 1 R ﬁ
ay 2L ((k+ 1)+ (k+1)%) ) 2F(k +Ek?) 2 (1/k4+1/k?)+ (1 +1/k)? 2

da k — oo medfor kvotkriteriet att serien Y~ | ax dr absolutkonvergent da |z|?/2 < 1, d.v.s.
da |z| < v/2, och divergent da |z|?/2 > 1, d.v.s. da |z > v/2; alltsd ér konvergensradien
R=V2.

Det aterstar att undersoka vad som hénder i indpunkterna x = +R = ++/2. I bada punkterna
blir ax = 1/(k + k?), och eftersom

< — dak>1

och 72 | (1/k?) &r konvergent (standardserie) foljer det att > .-, ay &r konvergent, enligt
jamforelsekriteriet for positiva serier. Alltsa fr potensserien konvergent dven i x = ++/2.
Svar: —v2 <z < V2.
Vi noterar att
Ve+et —1>yx>0 dax>0
och
Ve+et—1>e*>0 daz>1.

Speciellt ar integranden positiv, och integralen

/m dx _/1 dx +/m dx
0 \/54’6171_ 0 \/EJreIfl 1 \/EJreIfl
1 o]
dx r=1 T—>00
< — “Pdx = |2 —e "
<) ) s A

PN SRS S
T e T2 Y
eftersom e > 2, vilket skulle bevisas.

Areaelementet dA(v) = ((2sinv)?/2)dv, sé omradets area &r

T T T . 2 T
A:/ dA(v):/ QSiHQ’UdUZ/ (1 —cos2v)dv = [U—Sm U] = .
0 0 0 2 1o

Svar: .
(Anmirkning: Omradet &r faktiskt cirkelskivan 22 + (y — 1) < 1. Hur kan man se det?)

Nér den morkare tunna stapeln i figuren roterar ett
varv kring linjen y = 2 genereras en tunn cirkelring (ett
ihaligt mynt) med

ytterradie R(x) =2 —e™ 7,
innerradie r(z) =2 — (z 4+ 1) =1 —z, R(x)
tjocklek = dzx.

Cirkelringens volym blir darfor

dV(z) = (nR(z)* — mr(2)*)dz = n((2 — e *)* — (1 — x)?)dx
=n(3422—2% —4de " +e ) dx 0

och hela rotationskroppens volym blir

1 1
V:/dV(ac):/ (34 2x —2® —4e* +e ) dx
0 0

3 e—22! 1 4 1
— 3 2 7 47I7_ _ - ).
”{z+z 3 e 2]0 7T<6+e 2@)

S 1+4 1
var: 7| =+ - — — ).
6 e 2e2



5. Vi ska berakna
o~ 2+ (=1)"

och valjer att studera

> 2 e n
n —1
S1 = 3 och S = Z ( 3n)
n=0 n=0
separat; om dessa bada serier dr konvergenta ar ocksa ursprungsserien konvergent, och s = s1 + sa.
Vi ser att sp &r en geometrisk serie med kvot ¢ = —1/3, och eftersom |¢| = |-1/3] =1/3 < 1 far
vi genast
o0 o0
1 1 1 3
SQZZ(——)n:an: = = —.
= 3 = 1—q 1—-(-1/3) 4
Serien sy far vi om vi sitter x = 1/3 i potensserien > ° n?z™. Vi berdknar darfor denna
potensseries summa, och utgar da fran den geometriska serien:
- 1
Zz":1+z+x2+x3+...: T |z < 1.
—x
n=0

Termvis derivering av denna likhet, f6ljd av multiplikation med x, ger

d 1 x
n 2 3
ngzomc =0+2x+ 22"+ 3z —l—...—x-dx (1:0)_ T x| <1,
och gor vi detta en gang till far vi
d x T+ 22
2,n 2,2 1 92 3
=04+a+2%2°+32°+...=x- = ; <1
ng_onx x x x e ((1 z)2) TEE ||

Sétter viin x = 1/3 hér, vilket vi kan gora eftersom |1/3] = 1/3 < 1, far vi s; = 3/2. Bade s1 och
s ar alltsa konvergenta, sa s dr konvergent, med summa s = s1 + so = 3/2+ 3/4 = 9/4.

Svar: 9/4.

6. Bagelementet pa kurvan y = 3/3 &r ds = \/(dz)? + (dy)? = /1 + (dy/dx)? dz = V1 + 2% dz, s
langden av kurvan

1/2

L= V1+ z*d.
0
Sétt g(t) = (14 t)'/2. Maclaurinutveckling av g(t) av ordning 1, med rest i Lagranges form, ger

7 t t2
g (g)tQ :1+_7

() ("2 = g(t) = 9(0) + ' O)t + L 2 8(1+¢pP

for nagot ¢ mellan 0 och t.

Om vi séitter t = 2* i (*) och dérefter integrerar fran 0 till 1/2 i variabeln z far vi

1/2 1/2 A 1/2 28
L:/ 1+x4dx:/ <1+—>dx/ ———dx
0 0 2 o 8(1+&(x))3?

Exakt varde Approximation Approximationsfel

for nagot & = &(x) mellan 0 och 2*. Vi far approximationen

1/2 o 2171 1 161
/ 1+ —|de = |z+ — =4 ———=—
o 2 10, 2 32-10 320

och, eftersom 2% > 0 och dirmed &(x) > 0 och 1+ &(z) > 1, féljande uppskattning av beloppet av
approximationsfelet (obs! £ beror pa x och ar alltsa inte konstant):
x

1/2 28 1/2 1/2 28
‘/o S0 ey v S/o BT e dx:/o SA T e@pr™

1/2 8 9 71/2 1 1 1
< / L {z_} == < (med marginal),
0 8 0 212.9 4-1024-9 — 10000

161 8
T

~ 30| =

vilket skulle bevisas.



