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1 (a).
r—In(l+z) o—(r—2?/2+0?) 22/2+0) 1/240(x)

2 vcose  2-20-22210(h) 221 0@h) ~ 1+0@z /@70

Svar: 1/2.
1 (b). Eftersom
e =14+t+12/24+ 0% och V1+s=1+s5/2—5*/8+0O(s?)
far vi med t = 22 och s = 222 att
1+e” — V14222 =1+ (1+2%+2*/2+0°%) = (1+2%—2*/2+ 0(=%))
=1+2*+ 0% =1+ 2*(1 4+ O(2?)).
Eftersom bade x? och (1 + O(z?)) dr positiva for z nira 0 ser vi att f(x) > 1 = f(0) for alla x nira 0,

alltsa har f ett lokalt minimum i z = 0.
Svar: Lokalt minimum.
1 (c). Vi anvénder standardutvecklingarna
arctant =t —t3/3 +t° /5 + O(t")
och
sing =z — 23/6 + 2° /120 + O(z").

Alltsa far vi
(x —2%/6 +2°/120 + O(z7))3

3

+O((z — 2%/6 4+ 2° /120 + O(z"))7)

arctan(sinz)) = (z — 2%/6 4+ 2°/120 + O(z")) —
N (x —23/6 +2°/120 + O(z"))5

5
= /Vi behaller bara termer av grad <7 och lagger in resten i ordoresttermen/
3 _ 3 5 6 5 3 3 5
— (¢ — 2% /6 + 2°/120) — % +2 106 =0 - T+ 2+ 0.

Svar: z — 23/2 + 32°/8 + O(2").
2 (a). Ekvationen dr linjar och homogen. Vi har att
p(r) =1 =>4+ 9r —9=(r—1)(r*+9) = (r —1)(r + 3i)(r — 3i),
sa allménna l6sningen ges av
y = Ae® + Bcos(3z) + C'sin(3x).
Svar: y = Ae” 4+ B cos(3x) + C'sin(3z).
2 (b). Ekvationen
4’y =2(y" + D
ir separabel, och eftersom y* + 1 > 1 &r den ekvivalent med
4y3 ’
119 =
y*+1

493

In(y* +1) =2* + C.

2x.

Alltsa far vi

vilket ger

Bivillkoret y(0) = 1 ger nu att
In(l+1)=0*+C & C=1In2.

Om vi tar exponentialfunktionen av bégge sidor i var ekvation far vi nu
4 2 2
eln(y +1) _ e® +In2 PN y4 41 =2%.
1



Den sista ekvationen ar ekvivalent med att
y=+v2e*” -1,
men eftersom vi har y(0) = 1 > 0 ar var 10sning
y= 2" — 1.
Vi noterar att 2¢*° — 1 > 1 for alla x, sa losningen géller pa hela R.

Svar: y = V/2e%> —1, z€R.

3 (a). Integralen &r endast generaliserad i 0, och integranden &r positiv (pa integrationsintervallet).
Eftersom sin(z?) = 22 + O(2%) far vi
sin(z?) 2?2+ 0(2% 1+ 0(z%)
2T+ 2t 22z + 2t RSl
[Eller sa kan vi anvinda standardgransvirdet sint/t — 1 da ¢t — 0, sa

sin(z?) sin(z?) 1 i sin(z?)
= . Ir
x2\/x + x4 x? Ve + z? x?

1
1
—dzx
J, s
som vi vet dr konvergent. Fran ovanstaende ser vi att
in(22 1 14+ O(z*
_sin@@h) J 1 1H06) a0 50t (0<1<o0).
x2r+at ) Jr 1+ 2y
Alltsa foljer det fran jamforelseprincipen pa gransviardesform att dven

T (a2
/ 2sm(m ) I
o x3/x + 2t
ar konvergent.

[Alternativt kan man anvdnda uppskattningen |sin(t)| < ¢ for ¢ > 0 (vilket &r vilként, men ocksa
enkelt kan motiveras som foljer: f(¢) = t — sint har derivata f'(t) = 1 — cost > 0 och f(0) = 0, sa
sint <t fort >0, f6r 0 <t <1 é&rsint ickenegativt, och fér ¢ > 1 dr olikheten trivial) vilket tillsammans
med att z2\/z + z* > 2%,/z > 0 ger

—1daz— 0]

Vi jamfoér med

sin(x?) < 1
2V +at] T Va
och vi kan darfor tillimpa jamforelseprincipen direkt.]
Svar: Konvergent.
3 (b). Vi anvinder kvotkriteriet:
23+1) /9k+1 (1 4 1)3 JEIE I3
xék/Qk/iB u ) = 2(k+|1)3 - % da k — oo.

Alltsa far vi konvergensradien fran olikheten |z]3/2 < 1, d.v.s. R = v/2.
Svar: R = /2.

3 (c). Eftersom
1+x 1+x 1 1

SPvw S % w0
géller for alla z €]1, oo far vi

© 14z > /1 1
————dx < —+-—]d
/1 2+ 223 _/1 (2963 + 2.%'2) v

(Speciellt géller det fran jamforelseprincipen att integralen dr konvergent.)



4 (a).

ds

Eftersom
ds = /14 (y'(x))2dx = 1+ 4a2dzx,

och ds-elementets vig vid rotationen &r 27(3 — ) si ges den sokta arean av

2
/ 27 (3 —x)V' 1+ 422 dx.
1
2
Svar: / 27 (3 — )V 1+ 4z de.
1

4 (b).
Y
Y=z
Yy=x
l
|
i T
T
|
3 1+z
|
|
|
!
y=-1
Nér den réda stolpen i figuren ovan roteras ett varv runt y = —1 uppstar en ihalig cirkelskiva med inre

radie 1 + z och yttre radie 14 y/z, som har area 7((1 4+ v/z)* — (1 4+ 2)?) = 7(2vx — x — 2?). Alltsa ges
rotationsvolymen av

/Olﬂ(Zﬁ—x—xQ)dx:W —— | =

Svar: /2.



5. Med f(t) = vI+t=(1+1t)"/2 far vi
POy =30 +0772 @)=+ ) = S0

Maclaurins formel av ordning 2 med Lagranges restterm ger da alltsa

_ : F0) 0 f7E) st £
(0 = O+ SO+ =8+ g2 =14 5 = o+ o

for nagot € mellan 0 och t.

Med t = —z% (< 0) far vi da alltsi
2 4 6

_ 2\ Y €T X .. o 2
\/1_.’172—f(—$ )—1_?_§_Wf0rnagot€€[_ff ,0]
Om vi nu later , .
xr xr
=1 - — — —
p(x) 7 "8

far vi med £ som ovan, om |z| < 1/3 att

sa att

‘\/1 —x? —p(m)’

6

- |- wrem
(1/3)8 95/2 1 1 (_ 1) 1

= < = = < .
~16(1—1/9)%/2  36.16-8%/2 — 3-16-82 48-64 3072 ) — 1000
Svar: p(x) = 1 —22/2 — 21/8.

6. Med y(x) = >.,7 , ¢p,x™ far vi nér |z| < R, dir R &r potensseriens konvergensradie,

y" — 32y — 6ay = Z n(n —1)c 2" 2 — 322 Z nepz” "t — 6x Z cnx”
n=2
= 2cy + Z n+3)(n+2 cn+3x"+1 Z 3nc,a"tt — Z 6epz™

n=0

=2c+ Y ((n+3)(n+2)cnss — (3n+6)cy,)z" ! =0.
n=0
Bivillkoren y(0) = 1,3(0) = 0 ger ¢ = 1 och ¢; = 0, och ovanstiende ekvation ger nu att co = 0 samt
(n+3)(n+2)cptz — (3n+6)c, =0, d.v.s
o 3n+6 . 3 .
n+3 — (n+3)(n+2) n — n+3 )

for alla n > 0. Eftersom ¢; =0 =c4 =0=c¢; =0...0ch ¢ =0 = ¢c5 = 0= cg = 0 ser vi att bara var
tredje term cg, c3, cg, co ar skild fran noll. Om vi infor ax = c3; kan da alltsa var funktion skrivas som

o0 oo
y = § akak — E ak(xB k
k=0 k=0

Ekvationen ovan blir nu

3 1
Ak4+1 = C3(k+1) = C3k+3 = WC% = i+ 1Clk~
Om vi itererar detta far vi
a o ag  Gg—1 _ ap _ 1
T EYT T k+DE T R+ (kD)

Alltsa galler ay, = 1/k! sa att

e .’E3 k
yzz(k!)
k=0

Eftersom
o0

¢ _Zkl’

4



och denna serie har odndlig konvergensradie ser vi att

3
R
y_e 9

och R = 0.
Svar: y = emd, z eR.



