1.

TATA42 Envariabelanalys 2 2025-03-21, 16sningsforslag

(a) Vi far successivt

Fl) = L+ 2, Pa) = 50+ 2™, @)= —2(+a) 2 @) = S a) ™,

sa
) =1 fO)=1/2, f'(0)=-1/4 f"(€) =301+ "?/s,
varfor
, f/l(o) f”l(E) T $2 :L'3
150 = @) = f0)+ O+ e + 50’ = 14 g = Ty

for nagot £ = £(z) mellan 0 och 2. Med 2z = —1/5 far vi sedan

JEo sy LS UG 20201 !

2 8 16(1+€)5/2 200  16-53(1+&)%/2

for nagot &€ mellan 0 och —1/5, och eftersom (14 &) > 4/5 och v/5 > 2 far vi sedan
\/Z 179
5 200

Standardutvecklingarna e = 1+t +¢%/2 + O(+*) med t = —22? (notera att + — 0 =t — 0
i alla byten hér) och cost = 1 —#2/2 + t*/24 + O(t%) med t = 2z gor att nimnaren

1 1 1 1 1 1

- < = < = < .
16-53(1+€)5/2 = 16-53(4/5)5/2  24.95,/5 = 29.2 1024 — 1000

N =e 2" —cos2x = (1—22%+22* + O(2°)) — (1— 222 + 22 /3+ O(2°)) = 42 /3+ O(a).

Vi utvecklar dirfor téljaren t.o.m. grad 4 i z. Standardutvecklingarna sint = ¢ + O(t3) med
t=2z% ochIn(1+t)=t—t2/2+ O(t3) med t = —2? gor att tiljaren

T = sin2z® 4+ 2In(1 — 2?) = (22° + O(2%)) + 2(—2” — 2*/2 4+ O(2°)) = —2* + O(29),
och darmed att

T _sin22” +2In(1 —2*)  —a'+0(2% —1+0(2?) -140 3

= = — =
N e~22% — cos 2 424/340O(2¢)  4/34+0(2?)  4/3+0 _4
Direkt inséttning av y = (1+2?%)/3 i den givna linjéra differentialekvationen ger y' + f(z)y =
22/3 + f(z)(1+22)/3 = x, sa f(x) = z/(1 + 2?); alltsd ir differentialekvationen

/ Ty
Y +1—|—x2

= XT.

Denna har integrerande faktor ef' @) = ¢(n(1+*)/2 — \/T 122 och kan 16sas pa vanligt siitt,
men det ir effektivare att utnyttja att vi redan har en partikulirlésning y, = (1 + 2?)/3.
For att bestdimma homogenlosningarna y;, multiplicerar vi den homogena ekvationen 3y’ +
zy/(1 4+ 2?) = 0 med den integrerande faktorn v/1 + 22 och far da

/ LY ’ LY ! C
+ =0 & 1+x2+7:0©( 1+$2) —0 & y= .
4 1+ a2 Y V14 a2 Y Y V1422
Saledes &r alla 16sningar till differentialekvationen
oty — C L 1+ 22
) Yn Yp \/H—SCQ 3 5
1+ 22 1
och kravet y(0) = 0 ger till sist C' = —1/3. Svar: y = — .
=0 / e N

Det karakteristiska polynomet p(r) = r% + 272 + 1 = (r? 4+ 1)? har nollstéllena r1 5 = 4 och
r3.4 = —1, sa vi far
Svar: y = (A + Bx)cosz + (C' + Dz)sin .



2k

3. (a) Satt ap = ﬁ for fixt « # 0. Eftersom
S R e ol S S . Y
ap | 2814 (k+1)2/ 28+Kk2 2 1+ (k+1)2/2kH1 2

da k — oo medfor kvotkriteriet att serien Y~ ax &r absolutkonvergent da @ < 1, d.v.s. da
|z| < V/2, och divergent da @ > 1, d.v.s. da |x| > v/2; alltsa #r konvergensradien R = /2.
Svar: R = /2.

(b) Vi noterar att integranden f(z) = (arctanz)/(sin® ) &r positiv i intervallet 0 < 2 < 7/2 och
att integralen ar generaliserad endast i 0. Korta standardutvecklingar ger

arctan x x4+ O(x?)

1
f) = (sinx)? B (x + O(a?))? T a

1+ 0(z?)
(14 0(2?))*

sa om vi sétter g(z) = 1/x far vi:

@) 1406
g@) ~ L+ OE2)P

—1=Adaxz— 0", dir 0 < A < oo,

/2 w/2 dx

o / g(z)dx = / — é&r divergent och generaliserad endast i 0.
0 0 x

Jamforelsekriteriet pa kvotform medfor dérfor att dven var ursprungliga integral [ Oﬂ/ ? f(z)dx

ar divergent. Svar: Divergent.

(Alternativt kan man anvénda att (arctanz)/z — 1 och (sinz)/z — 1 da z — 0T, som ju ar

standardgrénsvirden fran Envariabelanalys 1.)

(c) Eftersom termerna &r positiva ger uppskattning med integral i
steg x nedan (se figur)

1 1 1 1
) = + + + T
2 2 2 2 2

L& 1 * dx

- <_

T2 kz 272 /1 14 2

1 —oo 2 6 3
5 [arctanx} . = ZW < 1 = o

vilket skulle bevisas.

(Anmérkning: Uppskattningen Z e < / T g

ar visserligen ratt, men inte bra nog.)

4. (a) For kurvan z(t) = 2, y(t) = !, 0 < t < 1, blir bagelementet (for viixande t)

ds = \/(dx)? + (dy)? = /(dx/dt)? + (dy/dt)? dt = \/(2t)2 + (2e24)2 dt = 2/t2 + et dt = ds(t),

sa kurvldngden

L= /ds /2\/1&2 + edt dt.
0

0

(b) Nir den mérkare tunna stapeln vid z i figuren roterar
ett varv kring linjen & = 7/2 genereras ett tunt ror med

) Lo
|
hojd h(x) = sinz — 2z/, |
radie r(z) = 7/2 — x, y =sinz !
tjocklek = dzx. () :

Rorets volym blir darfor y=2x/m : .
|

dV(xz) = 2nr(z)h(z) de = 2w (7 /2 — x)(sinx — 22 /7) dx alc . —‘7r/2

och hela rotationskroppens volym blir



/2 /2
V= /0 dV(zx) :/0 2n(m/2 — x)(sinx — 22 /7) dx
9 /2
=27 ([(77/2—30)(—00530 2/77)}”/ /0 (=1)(=cosz — x* /) dac)

T (W/Q— [sinz+x3/37r}g/2) =% — 21 — /12

5. Till att borja med ser vi att © # —1 och x # 0 krévs i differentialekvationen, y=1
och eftersom y(1) = 0 kommer l6sningen att vara definierad i ett delintervall * (1,0)
av x > 0, eventuellt hela intervallet z > 0. y=-—1
Separation av variablerna ger, eftersom y(1) = 0 # +1,

’ 21 2d 1 ol
y__ ¥ - y;f::)tl / Y :/x—l— dx:/ 1+ — ) dx, x> 0.
z+1 2z y2—1 T T
Partialbraksuppdelningen 2/(y? — 1) = 1/(y — 1) — 1/(y + 1) och integration ger nu
Inly—1|-Injy+1|=z+hlz|+C=/z>0/=z+Inz+C,
och y(1) =0 ger C = —1. Alltsa,
-1 -1
In |2 =z+Ilnzx—1 — fexp(erln:c—l)f:ce =l e y—::t:cez_l,
y+1 y+1
dar ’—’ géller eftersom y(1) = 0. Alltsa far vi
y—1 o1 1—ze* ! e—ze®
— = —Te & Y= = )
y+1 1+zer—1  e4aze”
och storsta delintervall av z > 0 dér y(z) &r en 16sning ar alltsa « > 0, eftersom e + z e® # 0 dar.
e—xe’
Svar: = > 0.
var: y(x) P

(Anmérkning: Funktionen y(z) &r visserligen definierad for alla reella x (varfor?), men den &r en
16sning till differentialekvationen endast déar x > 0.)

6. D& |z| < 1 &r arctanz = Yo (—1)*z?**1 /(2k 4 1), Maclaurinserien, och dér far den integreras
termvis. Vi far darfor

12 arctanz V2 (& (—1)ka2k L/2 (Lq)kg2k [ (—1)kg2h+] w=1/2
— —dr= d dz = )%
/0 T x /0 kZ:O 2k +1 T = Z/ 2k—|—1 -z g{(%ﬂ)z L_O

= (RT3
W—ZW Z“k

k=0

Denna serie dr alternerande, och eftersom 22%%1. (2k + 1)? viixer mot oéndligheten da k — oo ser
vi att |ag| N 0 (avtar mot noll) da k — oo. Vi har saledes en Leibnizserie, och for dess summa s
galler darfor olikheten

(%) [s — sn| < lant1|, dar s, =ao+...+an.

Provning ger
1 1 1

= <
27.72 128-49 — 1000’

las| =

sa n = 2 racker i (x). Alltsa,

/ﬂ2mdmmd$_sws_%L+a+ﬁ _ L1 1/ 3509
0 x e B BT T S0

med ett fel vars absolutbelopp &r hogst 1/1000.
1

(=D* 1
72 800

1
Svar: ap = m, approx1mat10nen = 5 —



