SVAR M.M., EXEMPELTENTA TATBOS.

la. Eftersom arctanx = x — 23/3 + O(2%) och sinz = 2 — 2%/6 + O(x°) far vi

s _ .3 5VY _ (73 5 .3 5 1 1
arctanz —sinz _ (x—23/34+0(z°)) — (x — 2°/6 + O(z°)) _ -z /6 + O(x®) Lo -Ltasoso
x3 3 x3 3 3

Svar: —1/3.
1b.

£y = £ + £+ T2 00 4 o)
Alternativ 1, anvindning av formeln:
Med f(x) = ze®*® far vi f(0) = 0, f'(z) = (1 + 22)e?*, f/(0) = 1, f'(x) = (4 + 4x)e**, f’(0) = 4,
() = (12 + 8x)e?®, f(0) = 12 sa att

re® = ¢ 4 222 + 22° + O(a?).
Alternativ 2, anviindning av utvecklingen ¢! =1+t +t2/2 + O(3):
2z _ (22)° 3\ — 2 3 4
ze® = (1 + (2z) + 5 +0((22)°)) = z + 22° + 22° + O(z%).
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Svar: f(z) = f(0) + f'(0)x + %a@ + fT(O)ac?’ + O(x?). 2e?® =z + 222 4 22° + O(a?).

1c.
Vi utvecklar f sa langt att vi ser den ledande variabla termen. Eftersom (142) = —1/8 far vi,
medt =22 att V1422 =(1+8)1/2=1+¢/2—12/84+O(3) =1+ 22/2 — 2*/8 + O(28), 54
z? gt z?
‘(x) = cosx 1+22=(1—- —+ — z° 14— - — x°
f(x) = cosz + +x ( 2-&—24—!-0(7“))—1-( +2 8+0(T )
2— L+ 0%) =2+ 0" (— + O?)
= 5 ) = % B )

Eftersom z* > 0 d& x # 0 och —1/12+ O(z?) < 0 for x nira 0 foljer det att f(x) < 2 = £(0)
for z # 0 nara 0, sa f har (strangt) lokalt maximum i z = 0.

Svar: Lokalt maximum.
2a. Eftersom (—22/2) = —x #r e~*"/2 en integrerande faktor till y' — 2y = 2. Vi har nu

(e /2y) = e 2y —ay) = e /% 2,
sa att
e—z2/2y _ /21’€_I2/2 dr = _26_1-2/2 + C,
vilket ger
_ z? /2
y=-2+Ce .
y(0) = =24+ C =1 ger nu C = 3 si losningen ar
y=—2+43e" /2
Svar: y = —2 + 3¢%/2,



2b.

Det karaktiiristiska polynomet till y” — 3y — 2y ges av 12 —r — 2 = (r — 2)(r + 1), vilket ger
homogenlésningarna

yn = Ae*® + Be™=.
Ansatsen y, = ax + b ger yj, = a och y; = 0. Insatt i ekvationen far vi

Yy —Up—2Wp=—a—2(ax+b)=2x+5< —-2a=20ch —a—-2b=5&a=-1ochb= -2

Svar: y = Ae?® + Be ™* — ¢ — 2.

3a.
3 3 3
/ V@ OP + @) dt = / VO T ()2 dt :/ VAZ § & dt,
1 1 1
3
Svar:/ vV 4t2 + e2t dt.
1
3b.
Y
2m(x + 1)
z+1
————— e’ —1
I- } x
L)
r=—1
Nar den bla stolpen vid x = 1, som har héjd e” — 1 roterar kring x = —1 sa uppstar en cylinder som har

radie = + 1, och mantelyta 27(z + 1)(e” — 1). Genom att multiplicera mantelarean for denna cylinder med en
liten tjocklek dz sé erhaller vi volymselementen

dV(z) =2n(z +1)(e” — 1) dx.
Alltsa har vi

2 2
V:/O dV(x)zQw/O (x +1)(e” — 1) dux.

2
Svar: Figur, se ovan. Volym = 271'/ (x +1)(e” —1)dux.
0

(I 3b gar det dven bra att berikna volymen: via partialintegration far vi

V:/o dV(x)zZW/O (@ +1)(e® — 1) de
=27 [(x e’ —)> —2r e’ —x) dx
=orfa+ 1)@ —af -2 [ (@ -0y

=7 {(m+1)(ex—x)—e””+Q;K:4w(e2—2).)



Derivation av ekvationen, samt instittning av x = 0 ger att integralekvationen dr ekvivalent med
differentialekvationen 3y’ — 2z/y? = 0 med bivillkoret 3y(0) = 6, dvs. y(0) = 2.
Om y # 0 har vi
3y — 2z /y* =0 & 3y = 2z/y* & 3y*y = 2.
Integration av bagge sidor ger

/Syzy’dm = ]3y2dy = /23:0!:}0 sy =22+C.

Bivillkoret ger nu
2=0+CeC=8.

y=Vvz2+8.

Eftersom 22 + 8 > 8 ser vi att detta loser ekvationen pa hela R.

Alltsa far vi

Svar: y = vVx2 + 8, —c0 < T < 0.

5.
Vi utvecklar forst In-termen. Standardutvecklingen In(1 +1) = ¢ — #2/2 + t3/3 — t1/4 + O(°)
anvind med t = sinx = x — 2°/6 + O(z°) (observera att x — 0 =t — 0) ger

Petit=gl—at/300E0; =2 1=2" £ 002°); t* =2 =2 100"); O(®) = O(z°),

sa

3 4

In(1 +sinz) = (z — % + O(x%)) — é(arZ - % +0(2°)) + %(:z:"; +0(x%)) — %(374 +0(z%) + O(x°)
g g o 5
=$“?+F“E+O($ iE

Vidare, med t = 22,

2 2 2!
e® :et:1+t+3+0(13):1+w2+%+0("'{"ﬁj’

och
& 1/2Y . 1/2 r zz z° y
TFz=+0 =1+ 5+ (Y24 (Y10t =14 E - + & 4 oah),
2 2 3 2 8 16
sa
f(x) =In(1 +sinz) +e* —avI+ax
z2 ¥ ot - - 2?2 23 gt
e S BT 0 142 22 26 SR B SV o BN .. R st 70
(T 0 ))+( Fat T4 O )) (r—l— Ok ))
T . Aa® 7
=14+ — y=1+2°|— :
Lyl T + O(z°) + a (24+O(r}),

dar det sista uttrycket inom parentes, 7/24 + OQ(z), ar nara 7/24 och diarmed > 0 da x &r néra 0.
Vidare, 22 > 0da z > O men 23 < 0da z < 0, varfor f(z) <1 = f(0) dd z < 0 nira 0, medan
flx) > 1= f(0) da = > 0 ndra 0. Alltsa har [ inget lokalt extremvirde i z = 0.

Slutligen, koefficienten for z* ir f#(0)/4! = 17/48, sa fH(0) = 17/2.

e 17z ; 17
Svar: f(x) =1+ Lo e O(z®); f har inget lokalt extremvirde i z = 0; f*(0) = e

24 48



6. En forsta ordningens linjéar differentialekvation &r p& formen
y' + f@)y = g(a).
Den homogena ekvationen &r y' + f(z)y = 0, och vi vet att den allménna losningen till denna &r pa formen
Ce F@)

dir F'(x) = f(x). Vi vill alltsa forst och friimst att =% = e~%1"% gka vara en av dessa for nagot C, och om vi
tar C' =1 ser vi att detta fungerar om F(z) = zInz.
Vénsterledet i ekvationen blir alltsd med andra ord, eftersom F’(z) =Ilnx + 1

Yy + (Inz + 1)y.
Om vi nu vill att y, = 22 ska vara en partikulérlosning, s& sétter vi helt enkelt in detta i VL och far
g+ (Inz+ 1)y, =22+ (Inz + 1)2* = 2’ Inx + 2° + 22 = g(2).
Svar: 3 + (Inz + 1)y = 2?Inz + 2% + 22.



