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la. Eftersom In(1+t) =t — t2/2 + O(¢3) far vi med t = 22 att In(1 + 22) = 2% — 2*/2 + O(2Y), vilket ger

2y _ .2 2 _ 4 6\y _ 2 4 6
In(1+ %) —x :(ac x*/24+ O(z%)) — x _ x/2+O(x):—1+O(x2)—>—%déx—>0.
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Svar: —1/2.
1b.
f(z) = =3+ arctanz —sinz
=3+ (x—-2/3+0°) - (z—2%/64+O(x°)) = =3 —22/6 + O(2°) = =3 + 23(—1/6 + O(a?)).
Eftersom

e —1/6+ O(2?) < 0 fér  nira 0,

o 23 <0 forz <0,

e 23>0 forz>0
far vi att f(x) > f(0) om z < 0 néra 0, och f(x) < f(0) om x > 0 néra 0. Alltsa har vi ingen lokal extrempunkt
iz=0.

Svar: Ingen lokal extrempunkt.
o ()
f@) = f) + f((z = 1) + 5=z = 1)° + O((& - 1)*),

Med f(x) = e?® + 3z far vi f(1) = €2 + 3, f/(x) = 2e2* + 3, f'(1) = 22 + 3, f"(x) = 4e3*, f"(1) = 4e? vilket

insatt i formeln ger

e* +3r =€+ 3+ (2e* +3)(z — 1) + 2e*(z — 1)* + O((z — 1)*).

Svar: f(z) = f(l)—l—f’(l)(x—l)—i—f/;(!l) (z—1)2+0((xz—1)*) = e2+3+(2*+3) (z—1)+2e*(2—1)*+O((z—1)?).

2a. Eftersom 73 —2r%2 +r = r(r> —2r+1) = r(r — 1)? och ekvationen &r homogen s& ges den allméinna lésningen
av

y=A+ (Bx+ C)e".
Svar: y = A+ (Bx + C)e”.
2b. Eftersom (23)" = 322 sa ir e’ en integrerande faktor. Vi ser nu att
(e$3y)/ =’ (v + 3z%y).
Sa for den forsta ekvationen far vi
Yy +32%y=0s (exgy)’ 0o y=Coy=Ce",

Nar det géiller den andra ekvationen kan man direkt se att y = 2 ar en partikuldrlésning, vilket ger den

allménna 16sningen
3
y=Ce ™™ +2.
Alternativt kan vi integrera:
y' 4 32%y =622 < (e“"sy)’ = 622" & ez3y =C+2" & y= Ce” + 2,

eftersom (2¢%”)' = 6a2e®”.

Svar: y = Ce*" respektive y = Ce=*" +2.



3a.

y=2+sinz

2m(4 — x)

1+sinx

Nér den bla stolpen vid = 1, som har h6jd 1+ sin z roterar kring x = 4 sa uppstar mantelytan av en cylinder
som har radie 4 — z, och area 27(4 — x)(1 4 sinz). Genom att multiplicera mantelarean fér denna cylinder med
en liten tjocklek dx sa erhaller vi volymselementen

dV(x) =27(4 — x)(1 + sinz) dz.
Alltsa har vi .
V= / 27(4 — z)(1 + sinz) dx.
0

3
Svar: Figur, se ovan. / 27(4 — z)(1 + sinx) dz.
0

3b.
Y
y=a’+1
ds
1
1
:
V23 42
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Nér det lilla ds-elementet roterar ett varv runt y = —1 uppstar mantelytan av en sned cylinder med area

dA = 27(23 + 2)ds = 2r(2® 4+ 2)\/1 + (v/)2 dx = 27(2> + 2)/1 + 924 da.

Alltsa far vi den totala arean

2
/ 21 (2 4+ 2)\/ 1 + 924 d.
1

2
Svar: Figur, se ovan. Area = / 21 (2® 4 2)v/ 1 + 9zt da.
1

2



4. Genom att derivera ekvationen, respektive sétta in z = 0 far vi att den &r ekvivalent med

3y’ —322(14+4y?) =0 (DE)
y(0) =1 (BV).
Vi borjar med (DE) och noterar att den ér ekvivalent med y’ = (1 + y?) som i sin tur dr ekvivalent med
1 /2
1+y2? =7
Integration av bagge sidor ger nu
23
arctany = 3 +C.
Anvindning av (BV) ger nu
arctanl = % =C.

Alltsa ser vi att

22 7
y=tan| — + 1)

dér definitionsintervallet ges av att

T . z3 n T

2 3 4 2’
Den nedre olikheten ovan ger

3
—g < % + % s> 9Ir/d x> —/9r/4
Den 6vre olikheten ger i sin tur
3

T ™ ™

T +t1<3 e 2® <3r/de < Y3r/4

(Observera att « = 0 ligger i detta intervall. Vi kan ocksé notera att detta &r det storsta intervall som innehaller
2 = 0 dar funktionen ar definierad och kontinuerlig.)

Svar:y:tan<é3+z>,—€/m<x< W

5. Om vi anvander standardutvecklingarna

cost =1—t2/2+1*/41 4+ O(t%),

sins = s+ O(s%)

och

Vitr=147r/2—-1r%/840(r®)
far vi
Vcos(a3) + sin(x6) = /(1 — 26/2 + 212/24 + O(218)) + (26 + O(218)

=/1+26/2 + 212/24 + O(z18)
20/2+ 22 /24 4+ O('®)  (2%/2 + 2/24 + O(29))?
2 8

+O((2%/2 4 2'2/24 + O(2'%))?3)

Vi kan nu ldsa av att
F9(0)
6!
och eftersom det inte finns nagon term av grad 17 med i utvecklingen giller f(*7)(0) = 0.

Svar: £ (0) = 180 och f17(0) = 0.

1
=1® 9 (0) = 180,



6. Definitionen &r att
f(@) = b(x)a®
dér b(z) dr en funktion som #r begrinsad i ndgon omgivning till x = 0. Vi vet frin var standardutveckling att
In(1 +t) =t + by (t)t?
for nagon funktion by (t) som &r begrinsad for ¢ nira 0. Eftersom z* — 0 di 2 — 0 foljer med ¢t = z? att
funktionen by (z) = by (z*) ocksé #r begrinsad for z niira 0, och vi har siledes

In(1+ z%) = 2% 4 by(x)25.

4

Vidare per definition géller att
220(z*) = 22 (bg(x)2t) = bz(x)a®
och
O(z®) = by(x)a®
dér bs(x) och by(x) ockséd dr begrénsade néra z = 0.
Alltsa far vi
In(1 4 2*) + 220(z*) + O(2®) = 2* + by (x)2® + bz(2)2® + by(x)2®
= 2% 4 (by(2)2? + by () + by(2)2?)2® = 2* + b(x)2®.
Enligt antagande géller for x tillrdckligt ndra 0 att |b;(z)| < C; for nagra konstanter, sd om vi ocksa véljer
|z| < 1 far vi
b(2)] = [ba(2)2® + by () + ba(w)2?] < [ba(@)lal? + bs(z)] + [ba(@) |2l < Cy + Ca + C

sé att dven b(x) &r begrénsad néra z = 0.



