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la. Eftersom cost = 1 —t2/2 4+ O(t*) och In(1 +t) = t — t2/2 + O(t?) far vi med t = 22 att

cos@?) —1 _ (1-a'/2+0@%)) -1 _ —a*/240@") _ —1/2+ O D
e —In(1+22) 22— (22 —2%/2+0(@°) 242+ 05  1/2+ O(2?) — —1daz—0.

Svar: —1.

1b. Vi ser att 22/2 — 2z + 2 = (z — 2)?/2. SA med = = 2 + ¢ far vi
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Eftersom t* > 0 och (1/24 + O(?)) > 0 for ¢ néira 0 ser vi att
f(2+1t) > f(2) for alla ¢ néra 0.

Alltsa har funktionen ett lokalt minimum i z = 2.

Svar: Lokalt minimum.
1c. Y
_ / f (_1) 2 3
fl@)=f-)+f(-1)(z+1)+ o1 (x+ 1)+ 0((xz+1)°).
Med f(z) = (3+)'/3 far vi f(—1) = 2'/3, f'(z) = 3+z)~¥/3/3, f'(-1) = 1/(3-2%/3, f"(z) = —2(3+x)~%/3/9,
f"(=1) = —1/(9 - 22/3) vilket insatt i formeln ger

(3+2)/3 =213 4 (x4+1)2+0((x+1)%).
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Svar: f(z) = f(-1) + f'(-1)(z +1) +
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2a. Ekvationen &r linjér, och eftersom (2x?)" = 823 ser vi att 2" &r en integrerande faktor:

/
<e2m4y) _ e23v4 ) (y/ + 8x3y) —=0.

Detta ar ekvivalent med att . X
e y=Coy=Ce 2.

Svar: y = Ce~ 27",
2b. Ekvationen #r separabel. Vi noterar att eftersom 3 + 32 > 0 for alla y sa dr ekvationen ekvivalent med
2y
=4z
34427

Integration av bagge sidor ger (eftersom y'dx = dy)

2y
/3+y2 dy:/4xdm,

In(3 + y?) = 22% 4 C.
(Man kunde ovan forstas delat pa 12 + 4y? istéllet for 3 + y2, men det senare ger lite trevligare siffror i
berékningarna.)
Bivillkoret y(0) = 2 ger nu

sa

In(3+42%) =In7=C.

Alltsé far vi
en(B+y%) = (207 +In(7) oy g 4 y? = 70287

Losningen till den sista ekvationen ovan &r

y = +\/Te2* — 3,
1



men eftersom y(0) > 0 ser vi att det 4r den positiva l6sningen som géller for varat problem. Vi noterar dven att
eftersom 7e2*” — 3 > 4 for alla x géller denna I6sning for alla x € R.

Svar: y = V7e2?®> — 3,z € R.
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Nir den bla stolpen vid z (som har hojd 2 + 22) roterar kring y = 10 s& uppstar en ihalig cirkelskiva med inre
radie 9 — 22 och yttre radie 11. Alltsa har denna area - 112 — 7 - (9 — 22)2 = 7 - (40 + 1822 — 2*). Genom att
multiplicera denna area med en liten tjocklek dx sa erhéller vi volymselementen

dV(z) = 7 - (40 + 1822 — z*) d.
Alltsa har vi 5
V=/ 7+ (40 4 1822 — z*) du.
1

3
Svar: Figur, se ovan. Volym = / 7+ (40 + 1822 — 2*) da.
1

3b. Lingden ges av formeln

2 2
| VR @R = [ Vo
0 0
2
Svar: Langd :/ \/mdt.
0



4. Det karaktéristiska polynomet uppfyller
P34+ 4r? 4 13r = r(r? +4r +13) = r(r + 2+ 3i)(r + 2 — 3d).
Alltsa ges den allmédnna homogenlésningen av
yn = A+ Be ?* cos(3x) + Ce™ " sin(3z).
Vi gor nu partikuldransatsen
yp = acos(2x) + bsin(2z),

vilket ger

Y, = —2asin(2z) + 2bcos(2z),

y, = —4acos(2z) — 4bsin(2z),

y, = 8asin(2x) — 8bcos(2x).
Om vi sétter in detta i ekvationen far vi

y, + 4y, +13y, = --- = (—18a — 16b) sin(2z) + (—16a + 18b) cos(2x) = —20sin(2z) — 50 cos(2z).

Dvs. vi far ekvationssystemet

—18a — 16b = —20 a=2
R I —
—16a + 18b = —50 b=-1.

Alltsa géller y, = 2 cos(2z) — sin(2z).

Svar: y =y, + y, = A+ Be ** cos(3z) + Ce 2" sin(3z) + 2 cos(2z) — sin(2x).
5. Med z =1+t far vi

FA+t) = In(v1+1).
Vi kan nu anvinda standardutvecklingen
VIFti=1+1t/2—1t2/84 0%,
s& att
In(v1+¢) =In(1+¢t/2—t3/8+O(t%)) = In(1 + s),

dir s =t/2 —t2/8 + O(#*). Om vi nu anviinder standardutvecklingen In(1+ s) = s — s2/2 + O(s®) far vi alltsa

tIn(v1+1t) =t9In(1 +s) = t°(s — 5% /2 4+ O(5%))
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t 2 5 7
_ (Lt sy _ bt 8
=t (2 4+O(t)) 5~ o)
(z-1)° (z-1)7 8
= - —1)%).
. Lo - 1))
Enligt entydighetssatsen for Taylorutvecklingar ar det sista uttrycket ovan Taylorutvecklingen av ordning 7 till
fl@)yiz=1.
Alltsa vet vi att ©
1 1
! 6'( ) _ 3 FO(1) = 6!/2 = 360
och @
1 1
! 7,( ) _ -1© FD1) = —71/4 = —1260.

Svar: £ (1) = 360 och f(M(1) = —1260.



6. Om vi later z = 3’ far vi ekvationen
2z 3

T2 ="
Detta #r en forsta ordnings linjér ekvation for 2, och eftersom (In(1 + 22))’ = 2z/(1 + 2?) ser vi att

2+

eln(1+m2) =1+ 1'2
ar en integrerande faktor. Vi far alltsa
(1+2%)2) = Q42D 4222 = (1 + 22)2® = 23 + 25,

Integrerar vi far vi alltsa
4 6

(1+x2)z:%+%+6’.

Dyvs. y 5/ o
/4 +2x°/6 + 1 4 9 D
= =— (2 1)+
‘ 1+ 22 3 (e =)
ddr D = C + 1/12. Om vi nu integrerar en gang till far vi alltsa
5 3
yzg—o+§—6—%+Darctanx+E.

Svar: y = 2°/30 + 23 /36 — 2/12 + D arctanx + E.



