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1a. Eftersom cos t = 1− t2/2 +O(t4) och es = 1 + s+O(s2) får vi med t = x2 och s = x4 att

ex
4 − 1

1− cos(x2)
=

(1 + x4 +O(x8))− 1

1− (1− x4/2 +O(x8))
=

x4 +O(x8)

x4/2 +O(x8)
=

1 +O(x4)

1/2 +O(x4)
→ 2 då x → 0.

Svar: 2.
1b. Med x = −1 + t får vi

f(−1 + t) = 6 sin t+ (−1 + t)3 + 3(−1 + t)2 − 3(−1 + t)

= 5 + t5/20 +O(t7)

= 5 + t5
(

1

20
+O(t2)

)
.

Eftersom t5 går från negativt till positivt då vi grån från t < 0 till t > 0, men (1/20 +O(t2)) > 0 för t nära 0
ser vi att för t nära 0 gäller {

f(t) < f(0) om t < 0,

f(t) > f(0) om t > 0.

Alltså har f(x) ingen lokal extrempunkt vid x = −1.
Svar: Ej extrempunkt.

1c.
f(x) = f(2) + f ′(2)(x− 2) +

f ′′(2)

2!
(x− 2)2 +

f ′′′(2)

3!
(x− 2)3 +O((x− 2)4).

Med f(x) = ln(x) − x3 får vi f(2) = ln 2 − 8, f ′(x) = 1/x − 3x2, f ′(2) = −23/2, f ′′(x) = −1/x2 − 6x,
f ′′(2) = −49/4, f ′′′(x) = 2/x3 − 6, f ′′′(2) = −23/4 vilket insatt i formeln ger

ln(x)− x3 = ln 2− 8− 23

2
(x− 2)− 49

8
(x− 2)2 − 23

24
(x− 2)3 +O((x− 2)4).

Svar: f(x) = f(2) + f ′(2)(x− 2) +
f ′′(2)

2!
(x− 2)2 +

f ′′′(2)

3!
(x− 2)3 +O((x− 2)4)

= ln 2− 8− 23

2
(x− 2)− 49

8
(x− 2)2 − 23

24
(x− 2)3 +O((x− 2)4).

2a. Ekvationen är linjär, och eftersom (x5)′ = 5x4 ser vi att ex
5

är en integrerande faktor:(
ex

5

y
)′

= ex
5

· (y′ + 5x4y) = 0.

Detta är ekvivalent med att
ex

5

y = C ⇔ y = Ce−x5

.

Svar: y = Ce−x5

.

2b. Det karaktäristiska polynomet uppfyller

r3 − 3r − 2 = (r + 1)2(r − 2).

Alltså ges den allmänna homogenlösningen av

yh = (A+Bx)e−x + Ce2x.

Vi gör nu partikuläransatsen
yp = ax2 + bx+ c,

vilket ger

y′p = 2ax+ b,

y′′p = 2a,

y′′′p = 0.

Om vi sätter in detta i ekvationen får vi

y′′′p − 3y′p − 2yp = · · · = −2ax2 + (−6a− 2b)x+ (−3b− 2c) = 4x2.
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Dvs. vi får ekvationssystemet 
−2a = 4

−6a− 2b = 0

−3b− 2c = 0

⇔ · · · ⇔


a = −2

b = 6

c = −9.

Alltså gäller yp = −2x2 + 6x− 9.

Svar: y = yh + yp = (A+Bx)e−x + Ce2x − 2x2 + 6x− 9.

3a.

x

y

x = 3x = −1 x = 2

y = x2 + 1

ds
r = 3− x

0

När det lilla ds-elementet vid x roterar kring x = 3 så uppstår ett band med omkrets 2π(3 − x) och höjd
ds =

√
1 + f ′(x)2dx =

√
1 + 4x2dx. Alltså har detta band arean dA = 2π · (3−x)

√
1 + 4x2dx. Totala arean ges

alltså av

A =

∫ 2

−1

2π · (3− x)
√
1 + 4x2dx.

Svar: Figur, se ovan. Area:
∫ 2

−1

2π · (3− x)
√

1 + 4x2dx.

3b. Längden ges av formeln∫ π

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

∫ π

0

√
(2t+ 2)2 + (cos t)2 dt =

∫ π

0

√
4t2 + 8t+ 4 + cos2 t dt.

Svar: Längd =

∫ π

0

√
4t2 + 8t+ 4 + cos2 t dt.

4. Ekvationen är separabel, och för y + 1 ̸= 0 gäller

y′ =
x2

y + 1
⇔ (y + 1)y′ = x2 ⇔

∫
(y + 1)dy =

∫
x2dx ⇔ (y + 1)2

2
=

x3

3
+ C.

Bivillkoret ger nu (2 + 1)2/2 = C så att C = 9/2. Dvs.

(y + 1)2 =
2x3

3
+ 9.

Eftersom y + 1 > 0 då x = 0 måste den sökta lösningen ges av den positiva roten:

y + 1 =

√
2x3

3
+ 9 ⇔ y = −1 +

√
6x3 + 81

3
.

Vi noterar nu att värdet y = −1 fås precis när vi får 0 under rottecknet, vilket också är en gräns för definitions-
mängden för funktionsuttrycket. Alltså ges definitionsmängden för lösningen av

6x3 + 81 > 0 ⇔ x > − 3
√
81/6 =

−3
3
√
2
.

Svar: y = −1 + (
√
6x3 + 81)/3, x > −3/

3
√
2.
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5. Med Maclaurinutvecklingen för cos t

cos t = 1− t2

2!
+O(t4)

samt att

x3 = (2 + (x− 2))3 = 23 + 3 · 22 · (x− 2) + 3 · 2 · (x− 2)2 + (x− 2)3 = 8 + 12(x− 2) + 6(x− 2)2 + (x− 2)3

får vi

f(x) = (x− 2)6
(
1− ((x− 2)3/2)2

2
+O(((x− 2)3/2)4)

)
+ 8 + 12(x− 2) + 6(x− 2)2 + (x− 2)3

= 8 + 12(x− 2) + 6(x− 2)2 + (x− 2)3 + (x− 2)6 − 1

2
(x− 2)9 +O((x− 2)12)

Vi vet från entydighetssatsen att ovanstående polynom måste vara Taylorpolynomet till f(x) i x = 2, dvs.

8 + 12(x− 2) + 6(x− 2)2 + (x− 2)3 + (x− 2)6 − 1

2
(x− 2)9

= f(2) +
f ′(2)

1!
(x− 2) +

f ′′(2)

2!
(x− 2)2 +

f (3)(2)

3!
(x− 2)3 + · · ·+ f (11)(2)

11!
(x− 2)11

så vi kan läsa av koefficienterna:

f (3)(2) = 3! · 1 = 6,

f (9)(2) = 9! ·
(
−1

2

)
= −9!

2
(= −181440).

Svar: f (3)(2) = 6 och f (9)(2) = −9!/2.
6. Vi vet att

A = 2π

∫ b

a

f(x)
√
1 + f ′(x)2 dx ≥ 2π

∫ b

a

f(x) dx,

och

V = π

∫ b

a

(f(x)2 − 12) dx.

Alltså räcker det att visa att (f(x)2 − 12) ≤ 2f(x), eller ekvivalent f(x)2 − 2f(x) − 1 ≤ 0, under de givna
förutsättningarna. Eftersom 1 ≤ f(x) ≤ 2 får vi 0 ≤ f(x)− 1 ≤ 1 så att

f(x)2 − 2f(x)− 1 = (f(x)− 1)2 − 2 ≤ 1− 2 = −1 < 0,

så beviset är klart.
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