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la. Eftersom cost = 1 —t2/2 4+ O(t*) och e = 1 + s + O(s?) far vi med t = 22 och s = z* att

ot _ 1 B (1+2*+0(8) -1 B zt + O@z®) B 14+ O0(a) o
Teos(?)  1-(1-a1 2+ 00) 7206  1proEn LTl

Svar: 2.
1b. Med x = —1 + ¢ far vi
f(=1+4+1t) =6sint + (=1 +1)3 +3(=1+1)* = 3(-1+1)
=54+1°/20+ O(t")

=5+t (210 + (’)(t2)>

Eftersom #° gar fran negativt till positivt da vi gran fran ¢ < 0 till £ > 0, men (1/20 + O(¢?)) > 0 for ¢ niira 0
ser vi att for ¢ néra 0 géiller

f(t) < f(0) om ¢t < 0,
f(t)> f(0) om ¢t > 0.
Alltsa har f(z) ingen lokal extrempunkt vid z = —1.
Svar: Ej extrempunkt.
lc.

flx)=f2)+ f(2)(z -

Med f(z) = In(z) — 22 far vi f(2) = In
=49/, [ () = 2/2° — 6, 1(2)

2) + f”()(x—2)2+@(m—2)3+0((a:—2)4).
28, f'(a) = 1/x — 322, f/(2) = —23/2, f"(x) = —1/a® — 6,

1"(2) —23 / 4 vilket insatt i formeln ger
In(z) — 23 =12 -8 — ;(x —-2)— %(az —2)% - %(x -23 4+ 0((z - 2)%).
Svar: f(2) = 2) + £~ 2) + L2 w22+ T oy 0@ -2
=Iln2-8— %(JJ —-2)— 489 (x—2)* — %(x - 23+ 0O((z — 2)h).

2a. Ekvationen &r linjér, och eftersom (z°)' = 524 ser vi att ¢®” &r en integrerande faktor:

(e“’Sy), =e - (v + 5xty) = 0.

Detta ar ekvivalent med att .
eCy=Csy=0Ce"
Svar: y = Ce™

2b. Det karaktaristiska polynomet uppfyller

P —3r—2=(r+1)>*r-2).
Alltsé ges den allménna homogenlésningen av

yn = (A + Bx)e ™™ + Ce**.

Vi gor nu partikuldransatsen
yp = az® + bz +c,

vilket ger
Yy, = 2ax + b,
y, = 2a,
Yy =0.

Om vi sdtter in detta i ekvationen far vi

Yy =3y, —2yp == —2a2? + (—6a — 2b)x + (—3b — 2¢) = 4.
1



Dvs. vi far ekvationssystemet

—2a=4 a=—2
—6a—20=0 <. ---<b=6
—-3b—2¢c=0 c=-9.

Alltsa giller y, = —222 4 6z — 9.
Svar: y =y, +yp = (A+ Bx)e ™ + Ce*® — 222 + 62 — 9.

3a.
Y
! r=3-x
\ (715(—:—)
| y=—a? 41
| O | €T

Nar det lilla ds-elementet vid = roterar kring x = 3 sd uppstér ett band med omkrets 27(3 — z) och hojd
ds = /1 + f'(z)2dz = /1 + 4x2dz. Alltsa har detta band arean dA = 27 - (3 — 2)v/1 + 422dx. Totala arean ges
alltsa av

2
A :/ 21 - (3 —x)V 1 + 4a2dux.
—1

2

Svar: Figur, se ovan. Area: / 27 - (3 —x)v 1+ 4a?dx.

-1
3b. Langden ges av formeln

/ﬂ V(@' )2+ (v ()2 dt = /7r V(2t +2)2 + (cost)2 dt = /Tr VA2 4 8t + 4 4 cos? t dt.
0 0 0

Svar: Liangd = / V/At2 + 8t + 4 + cos? t dt.
0
4. Ekvationen &r separabel, och for y + 1 # 0 géller
2 2 3
’ €T / 2 2 (y+1) €T
= & Ny =2 & 1dy = dr & ——=—+C.
V= +1y == /(y+)y /xw 5 3t

Bivillkoret ger nu (2 + 1)?/2 = C s& att C = 9/2. Dvs.

2 3
(y+1)? = = +9.

Eftersom y + 1 > 0 d& = = 0 maste den sokta 16sningen ges av den positiva roten:

[243 V627 + 81
y+1= %+9@y:—1+%.

Vi noterar nu att vardet y = —1 fas precis nér vi far 0 under rottecknet, vilket ocksa ar en grans for definitions-
méngden for funktionsuttrycket. Alltsa ges definitionsméngden for 16sningen av

. -3
62° +81>0& x> —{/81/6 = 7

Svar: y = —1 + (v/623 +81)/3, x> —3/V2.



5. Med Maclaurinutvecklingen for cost
2

t
cost=1-— B +0O(th
samt att .

P =24+ @—-2)P=224+3.22. (2 -2)+3-2-(z -2’ + (x —2)> =8+ 12(x — 2) + 6(x — 2)* + (x — 2)®
far vi
((z—2)%/2)?

flz)=(z—2)8 (1 - 5 +O(((x — 2)3/2)4)> +8+12(x —2) +6(z — 2)* + (z — 2)°

812 —2) 4 6(r =22+ (=2 + (12— 2)° — ~(2— 2)° + O((x — 2)'2)

Vi vet fran entydighetssatsen att ovanstaende polynom maste 3ara Taylorpolynomet till f(z) i x = 2, dvs.
8+12(x—2)+6(x—2)2+(9c—2)3+(x—2)6—%(x—2)9
1@+ L) L o o SO gy SO
sa vi kan ldsa av koeflicienterna:
f@@2)=3-1=6,
@@y =9 <—;) = —%! (= —181440).

Svar: f(3)(2) =6 och f9(2) = —9!/2.
6. Vi vet att . ,
A= 271'/ f@)v/1+ f/(x)?2de > 27r/ f(z)dx,
och ’ . ’
V= Tr/ (F(z)? — 12 da.

Alltsa riicker det att visa att (f(z)? — 12) < 2f(x), eller ekvivalent f(z)? — 2f(z) — 1 < 0, under de givna
forutsdttningarna. Eftersom 1 < f(z) <2 far vi 0 < f(z) — 1 < 1 sa att
f(@)? =2f(x) —1=(f(z) - 1)*-2<1-2=-1<0,

sa beviset ar klart.



