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la. Vi anvénder serieutvecklingar néra 0:

2 2
ln(l—l—u):u—%—k(?(ug), \/1+v:1+g—%+0(v3).
Med u = 22 och v = 2* far vi
4 4
In(l+2%) —a® = =5 +0("),  Vital-1=7+0@".

Alltsa
In(1+22) —22 —2'/2+0(«f) -1/2+ O(a?)

Vitzi—1 242+ 0@8)  1/24 O(z?)

1b. Vi siitter z = —3 + h och far, eftersom 10 +6(—=3 + h) + (=3 + h)? = 1 + h?,
h2
f(=3+h) = cos(h?) — (1 + h*)Y/3 + 35

Alltsa far vi om vi anviinder standardutvecklingarna for cos(t) och /1 + ¢ med t = h?
ht h?  ht
cos(h?) =1— o +O(h%),  (1+ RA)M3 =1+ 3 g TOr).
Detta ger nu

f(=3+h)= —1—78h4 + O(h®) = —h* (178 + O(h2)> .

— -1 dax—0.

Svar: —1.

Eftersom 7/18+O(h?) ér positivt for alla h néira 0, och —h* ir negativt for alla h # 0 far vi att f(—3+h) < f(—3)

for alla h # 0 néra 0. Alltsd har f ett lokalt (stréngt) maximum i z = —3.

Svar: Lokal maximipunkt i x = —3.

1c. Den allménna Taylorutvecklingen av ordning 2 i punkten 7 &r

1) = f) + P @@ =)+ Lo (@ 1 0((a — 7))

For f(z) = sinz + 22 fas
f(m) =72 f'(z) =cosx+2zx, f'(z)=—sinz+2,
s&
flim)y=2m—1,  f'(m) =2,
Alltsa
fla) =7+ (@21 = 1)(z — ) + (& —7)> + O((z — m)°).

f" ()

Svar: f(x) = f(x) + ['(m)(x — ) + T (2 — 1) + O((x — 1)),

2

sinz+2° =71+ 2r— 1)z —7) + (z —7m)* + O((z — 7)%) .



2a. Ekvationen #r linjér. Eftersom (2*) = 423 ar e en integrerande faktor. Alltsa géller
(e”'y) = e (i + da’y) = 227"
Integration ger
4 1 4
e’ Yy = 5 e’ + C,
och dérmed

—1ice
y=3 e .

Svar: y = % +Ce".
2b. Den homogena ekvationen
y'+2y —3y=0
har karakteristisk ekvation
rP4+2r—3=0sr=1,-3.
Alltsa &r
yp = Ae® + Be 3%,
Eftersom hogerledet dr 2 cosx — 4sinx gor vi partikuldransatsen
Yp = acosx + bsinz.
Da fas
Yy, = —asinz + beosz, y, = —acosz — bsinz.
Inséttning i differentialekvationen ger
Yy, + 2y, — 3yp = (—acosx — bsinz) + 2(—asinz + bcos )
—3(acosx + bsinx)
= (—4a + 2b) cosx + (—2a — 4b) sin x.
Detta ska vara lika med hogerledet 2 cosx — 4 sin x, vilket ger
—4da + 2b = 2,
{2(1 —4b = —4.
Ur den forsta ekvationen fas b = 1 4 2a, vilket insatt i den andra ger
—2a—4(1+2a)=—-4 & —10a=0 < a=0.
Déarmed ar b = 1, och alltséa
Yp = sinwz.
Svar: y = Ae” + Be 3% +sinx.



3a.

Vid rotation kring y = —2 fas for ett litet ds-element,

r(z) =a®+2, dszmdx:\/l—i—%c“dx.

Arean ges da av

3
A= / 2m (23 +2)v/1 + 924 da.
1
3
Svar: Figur samt A = / 21 (23 +2)v/1 + 924 du.

1
3b. Langden av parameterkurvan ges av

5 5 5
/ JE O+ D)2 dt = / /2 cos(20)? + ()2 dt — / Teos?(28) + 1600 dt.
5
var: cos? 6 dt.
S /1 /I cos(20) + 161 dt

4. Vi anvander

4 6
In(1 +2%) =2 — % + % O(z®)
Da fas
210 12
29 In(1 + 2?) = 2® — - + = +0O(z').
Alltsa
£E10 1 . 1.10 7
fz) = a8 — = i (3 i 2) 212 4 18 O(x14) — 8 = i g1,12 113 +(9(x14) )
Vi kan nu lisa av )
f420) 7 AR (O
120 3 131
20 7 7

Svar: f(z) = 2® — =

5+ ga:” + 23 4+ 0(z'), f12(0) = 3124 A3 0) =13



5. Det karakteristiska polynomet uppfyller
P =3r+2=(r—1)>r+2).
Alltsé
yn = (A + Bx)e® + Ce™2*,
Vi ansétter nu y, = ze”, vilket ger y,, = (2’ +2)e”, y, = (2" +22'+2)e”, y,’ = (2" +32" + 32"+ 2)e”. Insiittning
av detta i ekvationen och division med e* ger nu
(" +32"+32 +2)—3:R"+2 +2)+22=2

"

+32" =3.

En 16sning ges av att 2/ =1 < 2/ = 2 < z = 2%/2, s4 att
2
x

Yp = ?e‘”.

2
Svar: y = (A + Bz)e” + Ce " + %ew.

6. Funktionen g(y) = y + y* — 2 #r striingt viixande eftersom
dy)=1+3>>0 forallayeR.

Alltsd har g en invers pa hela R.
Differentialekvationen #r separabel och, eftersom 1+ 3y? > 1 for alla ¥, dr den ekvivalent med:

(1+3y%)y = —8u.
Integration ger
y+y*=—4a® +C.
Med villkoret y(0) = 1 fas C = 2, alltsa
y+yd =242
Detta kan skrivas
9(y) =y +y’ —2=—da?
s& att
y=g '(—4a?).

L &r definierad pa hela R fas att 16sningen dr definierad for alla z € R.

Eftersom g~
Svar: y = g~ !(—42?), definitionsmingd z € R.

Lite kuriosa. Ekvationen 3> 4y — 2 = x, #ir for varje x en tredjegradsekvation, och det finns faktiskt explicita
metoder for att berdkna losningarna &dven for tredje och fjardegradsekvationer, liknande “pq’-formeln for an-

dragradare, fast forstas betydligt mer komplicerade. (Det har dock ocksé visats att ingen sddan typ av generell
16sningsmetod kan existera for grad 5 och hdgre.) Man kan med hjilp av dessa metoder faktiskt bestimma g—!

ovan explicit:
. _sjr+2 (x4 2)? i 333—|—2_ (x4 2)? i
g (m)_\/ > Vo Tt VT T

For att visa detta, notera att

w0 =+ 2, uv:—%.
Alltsa far vi
(67 (@)’ + 97 (@) = (u+v)’ + (u+)
=u® + 0% 4 3uv(u +v) + (u+v)
=@+2)—(ut+v)+(utv)=x+2,

och darmed
g(g7 @) = (g7 H@) + (g (@)} —2 ==



