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1a. Vi använder serieutvecklingar nära 0:

ln(1 + u) = u− u2

2
+O

(
u3

)
,

√
1 + v = 1 +

v

2
− v2

8
+O

(
v3
)
.

Med u = x2 och v = x4 får vi

ln(1 + x2)− x2 = −x4

2
+O

(
x6

)
,

√
1 + x4 − 1 =

x4

2
+O

(
x8

)
.

Alltså
ln(1 + x2)− x2

√
1 + x4 − 1

=
−x4/2 +O

(
x6

)
x4/2 +O(x8)

=
−1/2 +O

(
x2

)
1/2 +O(x4)

→ −1 då x → 0.

Svar: −1.
1b. Vi sätter x = −3 + h och får, eftersom 10 + 6(−3 + h) + (−3 + h)2 = 1 + h2,

f(−3 + h) = cos(h2)− (1 + h2)1/3 +
h2

3
.

Alltså får vi om vi använder standardutvecklingarna för cos(t) och 3
√
1 + t med t = h2

cos(h2) = 1− h4

2
+O

(
h8

)
, (1 + h2)1/3 = 1 +

h2

3
− h4

9
+O

(
h6

)
.

Detta ger nu

f(−3 + h) = − 7

18
h4 +O

(
h6

)
= −h4

(
7

18
+O

(
h2

))
.

Eftersom 7/18+O
(
h2

)
är positivt för alla h nära 0, och −h4 är negativt för alla h ̸= 0 får vi att f(−3+h) < f(−3)

för alla h ̸= 0 nära 0. Alltså har f ett lokalt (strängt) maximum i x = −3.
Svar: Lokal maximipunkt i x = −3.

1c. Den allmänna Taylorutvecklingen av ordning 2 i punkten π är

f(x) = f(π) + f ′(π)(x− π) +
f ′′(π)

2!
(x− π)2 +O

(
(x− π)3

)
.

För f(x) = sinx+ x2 fås

f(π) = π2, f ′(x) = cosx+ 2x, f ′′(x) = − sinx+ 2,

så
f ′(π) = 2π − 1, f ′′(π) = 2.

Alltså
f(x) = π2 + (2π − 1)(x− π) + (x− π)2 +O

(
(x− π)3

)
.

Svar: f(x) = f(π) + f ′(π)(x− π) +
f ′′(π)

2
(x− π)2 +O

(
(x− π)3

)
,

sinx+ x2 = π2 + (2π − 1)(x− π) + (x− π)2 +O
(
(x− π)3

)
.
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2a. Ekvationen är linjär. Eftersom (x4)′ = 4x3 är ex
4

en integrerande faktor. Alltså gäller

(ex
4

y)′ = ex
4

(y′ + 4x3y) = 2x3ex
4

.

Integration ger

ex
4

y =
1

2
ex

4

+ C,

och därmed
y =

1

2
+ Ce−x4

.

Svar: y =
1

2
+ Ce−x4

.

2b. Den homogena ekvationen
y′′ + 2y′ − 3y = 0

har karakteristisk ekvation
r2 + 2r − 3 = 0 ⇔ r = 1,−3.

Alltså är
yh = Aex +Be−3x.

Eftersom högerledet är 2 cosx− 4 sinx gör vi partikuläransatsen

yp = a cosx+ b sinx.

Då fås
y′p = −a sinx+ b cosx, y′′p = −a cosx− b sinx.

Insättning i differentialekvationen ger

y′′p + 2y′p − 3yp = (−a cosx− b sinx) + 2(−a sinx+ b cosx)

− 3(a cosx+ b sinx)

= (−4a+ 2b) cosx+ (−2a− 4b) sinx.

Detta ska vara lika med högerledet 2 cosx− 4 sinx, vilket ger{
−4a+ 2b = 2,

−2a− 4b = −4.

Ur den första ekvationen fås b = 1 + 2a, vilket insatt i den andra ger

−2a− 4(1 + 2a) = −4 ⇔ −10a = 0 ⇔ a = 0.

Därmed är b = 1, och alltså
yp = sinx.

Svar: y = Aex +Be−3x + sinx.
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3a.
y

x

y = −2

x = 1 x = 3

y = x3

ds

r = x3 + 2

0

Vid rotation kring y = −2 fås för ett litet ds-element,

r(x) = x3 + 2, ds =
√
1 + y′(x)2 dx =

√
1 + 9x4 dx.

Arean ges då av

A =

∫ 3

1

2π(x3 + 2)
√

1 + 9x4 dx.

Svar: Figur samt A =

∫ 3

1

2π(x3 + 2)
√
1 + 9x4 dx.

3b. Längden av parameterkurvan ges av∫ 5

1

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

∫ 5

1

√
(2 cos(2t))2 + (4t3)2 dt =

∫ 5

1

√
4 cos2(2t) + 16t6 dt.

Svar:
∫ 5

1

√
4 cos2(2t) + 16t6 dt.

4. Vi använder

ln(1 + x2) = x2 − x4

2
+

x6

3
+O

(
x8

)
.

Då fås

x6 ln(1 + x2) = x8 − x10

2
+

x12

3
+O

(
x14

)
.

Alltså

f(x) = x8 − x10

2
+

(
1

3
+ 2

)
x12 + x13 +O

(
x14

)
= x8 − x10

2
+

7

3
x12 + x13 +O

(
x14

)
.

Vi kan nu läsa av
f (12)(0)

12!
=

7

3
,

f (13)(0)

13!
= 1.

Svar: f(x) = x8 − x10

2
+

7

3
x12 + x13 +O

(
x14

)
, f (12)(0) =

7

3
12!, f (13)(0) = 13!.
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5. Det karakteristiska polynomet uppfyller

r3 − 3r + 2 = (r − 1)2(r + 2).

Alltså
yh = (A+Bx)ex + Ce−2x.

Vi ansätter nu yp = zex, vilket ger y′p = (z′+z)ex, y′′p = (z′′+2z′+z)ex, y′′′p = (z′′′+3z′′+3z′+z)ex. Insättning
av detta i ekvationen och division med ex ger nu

(z′′′ + 3z′′ + 3z′ + z)− 3(z′′ + 2z′ + z) + 2z = z′′′ + 3z′′ = 3.

En lösning ges av att z′′ = 1 ⇐ z′ = x ⇐ z = x2/2, så att

yp =
x2

2
ex.

Svar: y = (A+Bx)ex + Ce−2x +
x2

2
ex.

6. Funktionen g(y) = y + y3 − 2 är strängt växande eftersom

g′(y) = 1 + 3y2 > 0 för alla y ∈ R.
Alltså har g en invers på hela R.

Differentialekvationen är separabel och, eftersom 1 + 3y2 ≥ 1 för alla y, är den ekvivalent med:

(1 + 3y2)y′ = −8x.

Integration ger
y + y3 = −4x2 + C.

Med villkoret y(0) = 1 fås C = 2, alltså
y + y3 = 2− 4x2.

Detta kan skrivas
g(y) = y + y3 − 2 = −4x2

så att
y = g−1(−4x2).

Eftersom g−1 är definierad på hela R fås att lösningen är definierad för alla x ∈ R.
Svar: y = g−1(−4x2), definitionsmängd x ∈ R.

Lite kuriosa. Ekvationen y3+ y− 2 = x, är för varje x en tredjegradsekvation, och det finns faktiskt explicita
metoder för att beräkna lösningarna även för tredje och fjärdegradsekvationer, liknande “pq”-formeln för an-
dragradare, fast förstås betydligt mer komplicerade. (Det har dock också visats att ingen sådan typ av generell
lösningsmetod kan existera för grad 5 och högre.) Man kan med hjälp av dessa metoder faktiskt bestämma g−1

ovan explicit:

g−1(x) =
3

√
x+ 2

2
+

√
(x+ 2)2

4
+

1

27︸ ︷︷ ︸
u

+
3

√
x+ 2

2
−

√
(x+ 2)2

4
+

1

27︸ ︷︷ ︸
v

.

För att visa detta, notera att

u3 + v3 = x+ 2, uv = −1

3
.

Alltså får vi

(g−1(x))3 + g−1(x) = (u+ v)3 + (u+ v)

= u3 + v3 + 3uv(u+ v) + (u+ v)

= (x+ 2)− (u+ v) + (u+ v) = x+ 2,

och därmed
g(g−1(x)) = (g−1(x)) + (g−1(x))3 − 2 = x.
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