
TATB08 Envariabelanalys 2 (Del A,C,D)

Tomas Sjödin

I detta häfte går vi igenom teorin som rör de tre delarna A,C,D i kursen, samt ger en del exempel.
Varje kapitel motsvarar materialet som behandlas på föreläsningarna 1,2,3,6,7,8,10 och 11. Föreläsning
4, 9 och 12 är repetitionsföreläsningar kopplade till ovanstående delar, varför de inte finns med nedan.
När det gäller föreläsning 5 och del B i kursen, som handlar om generaliserade integraler och numeriska
serier, behandlas detta i ett separat dokument. Del B examineras enbart med hjälp av en hemuppgift i
Möbius, medan detta dokument behandlar de delar som tenteras på den skriftliga tentan.
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Förkunskaper och beteckningar
Främst behöver man kunna räkna med derivator och integraler (så om ord som kedjeregeln, produktre-
geln, primitiv funktion, partiell integration eller variabelbyten inte känns bekanta är det läge att repetera
envariabel 1). Nu ska vi bara “repetera” lite notation. Främst kommer vi jobba i R, men de sista kapitlen
vi ska tala om handlar mycket om mängder i R2 och R3, så därför är jag här lite allmännare än vi varit
tidigare.

En mängd M är en väldefinierad samling element (punkter), och vi kommer i den här kursen i
princip bara vara intresserade av mängder vars element/punkter ligger i Rn för något n (dvs. att M är
en delmängd till Rn). Om M1,M2 är mängder så definierar vi:

• M1 ⊂ M2: “M1 är en delmängd till M2”, om varje punkt i M1 också ligger i M2,

• M1 ∩M2: “M1 snitt M2”, mängden av punkter som ligger i både M1 och M2,

• M1 ∪M2: “M1 union M2”, mängden av punkter som ligger i minst ett av M1 eller M2,

• M1 \M2: “M1 minus M2”, mängden av punkter som ligger i M1 men inte i M2.

Vi skriver också
y ∈ M : y tillhör M, eller y är en punkt i M.

(Observera att Rn själv är en mängd). Kanske rätt självklart, men två mängder sägs vara lika om
de innehåller samma element. Den tomma mängden är mängden som inte har några element alls, och
betecknas ∅. Ibland har man flera mängder M1,M2, . . . ,Mk, och då skriver vi också:

k⋃
j=1

Mj = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mk,

k⋂
j=1

Mj = M1 ∩M2 ∩ . . . ∩Mk.

Ofta betecknas delmängder till Rn på följande sätt:

{x ∈ Rn : P (x)} = {x : P (x)},

som står för mängden av de x i Rn som uppfyller villkoret P (x) (det senare skrivsättet används då
“grundmängden” Rn är underförstådd). t ex. {x ∈ R2 : |x| = 1} är helt enkelt enhetscirkeln i planet, och
[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}. Om en mängd är ändlig skriver man ofta också

{x1, x2, . . . , xk},

där xi :a är elementen i mängden.
Funktioner: En funktion f från en mängd M till en mängd N är en regel som för varje x ∈ M ger
exakt ett värde f(x) ∈ N , vi skriver

f : M → N.

M kallas för definitionsmängden till f , och betecknas även Df . OBS! Om vi får ett funktionsuttryck
och Df inte anges explicit är det underförstått att det är den största mängden där uttrycket är me-
ningsfullt. Vi säger också att f är av typ Rn → Rm när vi inte orkar ange Df explicit. I nästan alla
fall kommer vi ta N = Rm, för oftast spelar det ingen roll om vi gör denna mängd lite större. Följande
begrepp är också användbara ibland.
En funktion f : M → N som ovan sägs vara:
• injektiv om det för varje par a, b ∈ M , a ̸= b gäller att f(a) ̸= f(b).
• surjektiv om det för varje y ∈ N finns (minst) ett x ∈ M med y = f(x).
• bijektiv om den är både injektiv och surjektiv.
Värdemängden Vf till f är mängden av alla punkter y ∈ Rm sådana att det finns x ∈ Df med y = f(x).
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A Taylor- och Maclaurinutvecklingar

A.1 Föreläsning 1: Taylors sats
Nedan är funktionen f(x) definierad i någon omgivning till punkten a ∈ R, och dessutom har den
kontinuerliga derivator upp till och med ordning n + 1. Taylor- och Maclaurinutvecklingar handlar om
att approximera en funktion f(x) med ett polynom pn(x) nära någon fix punkt a. Det man är ute efter
är att få differensen f(x)− pn(x) att gå så fort som möjligt mot noll då vi går mot punkten a.

Anledningen till att man vill göra detta beror lite på tillämpningen, men rent generellt handlar
det om att i någon mening ”byta ut” funktionen f(x) mot ett polynom pn(x) som är enklare att
jobba med, och där man kan visa att skillnaden mellan f(x) och detta polynom är försumbar för
den tillämpning man ska ha det till. Att hantera felet i approximationen på lämpligt sätt är alltid
en central del av alla sådana tillämpningar.

Vi noterar att polynom har många bra egenskaper som gör de enkla att jobba med. De är
t ex enkla att derivera och integrera. Vidare är de uppbyggda med hjälp av ett ändligt antal
operationer med +,−, ·, så att beräkna värdet för ett polynom (med rationella koefficienter i en
rationell punkt) är bara ett ändligt antal operationer med de fyra räknesätten, t ex om p(x) =
x− x3/6 + x5/120 ser vi att

p(1) = 1− 13/6 + 15/120 = (120− 20 + 1)/120 = 101/120.

Jämför detta med att försöka bestämma värdet sin(1), som är irrationellt, där det enda vi egentligen
kan göra är att försöka approximera värdet på något sätt. Och det visar sig att värdet p(1) ovan är
en ganska bra approximation av sin 1 (se exempel A.3 nedan).

Vi kommer dock i denna kurs främst vara intresserade av att använda detta för att titta på
andra tillämpningar än att approximera funktionsvärden, såsom att beräkna vissa gränsvärden och
problem om lokala extrempunkter.

Strategin är att försöka anpassa så många derivator som möjligt i punkten a så att dessa blir samma
mellan funktionen och polynomet i denna punkt:

Sats A.1 (Taylorpolynom)
Det finns ett unikt polynom pn(x) av grad högst n sådant att

pn(a) = f(a), p′n(a) = f ′(a), . . . , p(n)n (a) = f (n)(a).

Detta polynom kallas Taylorpolynomet av ordning n i punkten a till f , och ges av

pn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n,

där k! = k(k − 1)(k − 2) · . . . · 2 · 1.

Bevis: Vi noterar att pn(a) = f(a), p′n(x) = f ′(a)+ 2 f ′′(a)
2 (x− a)+ . . .+n f(n)(a)

n! (x− a)n−1, så p′n(a) =

f ′(a). Fortsätter vi på samma sätt kommer vi slutligen fram till p(n)n (x) = f (n)(a) så p
(n)
n (a) = f (n)(a).

Det är också lätt att se från ovanstående uträkning att det enda polynomet av grad högst n som kan
uppfylla att alla de n första derivatorna är lika med motsvarande för f i a måste ges av formeln ovan.

V.S.B.

• Speciellt enkel blir formeln då a = 0, och det kallas då Maclaurin-polynom.

• Det allmänna fallet kan reduceras till detta via variabelbytet x− a = h ⇔ x = a+h. Dvs. vi tittar
på funktionen g(h) = f(a+ h) och utvecklar denna i h = 0.
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• Notera att denna strategi att anpassa derivatorna är rimlig just för att vi vill att polynomet ska
vara så likt funktionen som möjligt nära x = a.

y

x

y = pn(x)

y = f(x)

a

f(x) = pn(x) + rn(x)

rn(x)

x

Funktionen
rn(x) = f(x)− pn(x)

kallas n:e ordningens felterm/restterm, och mycket av teorin i denna del av kursen handlar om att hantera
resttermen, eftersom det förstås är centralt att veta att felet i den uppskattning man gör är tillräckligt
litet för den tillämpning man ska använda denna till. Vi har för detta ändamål följande sats

Sats A.2 (Taylor)
Antag att f har kontinuerliga derivator upp till och med ordning n + 1 på intervallet [c, d] som
innehåller punkten a. I så fall finns för varje x ∈ [c, d] en punkt ξ(x) som ligger mellan a och x
sådan att

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

• Resttermen skriven på formen ovan, dvs.

rn(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
(x− a)n+1 för något ξ(x) mellan a och x,

kallas Lagranges restterm.

• Vi kommer i praktiken inte jobba så mycket med denna form i den här kursen, men noterar att i
problem som handlar om att göra numerisk approximation, som i nedanstående exempel, är denna
oumbärlig, och vi behöver den också för att förklara varför den typ av restterm vi ska jobba med
gäller.

• Det kan ofta vara bra i praktiken att göra variabelbytet x = a+ h, och då får formeln utseendet:

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
f ′′(a)

2!
h2 + . . .+

f (n)(a)

n!
hn +

f (n+1)(ξ(a+ h))

(n+ 1)!
hn+1.
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Exempel A.3. Om vi låter f(x) = sinx och beräknar alla derivator och använder formeln för Maclau-
rinutveckling av ordning 6 till f(x):

f(x) = f(0)+f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2+. . .+

f (5)(0)

5!
x5+

f (6)(0)

6!
x6+

f (7)(ξ(x))

7!
x7 för något ξ(x) mellan 0 och x

så får vi

f(x) = sinx = 1− x3

6
+

x5

120
− cos(ξ(x))

5040
för något ξ(x) mellan 0 och x.

Med x = 1 får vi nu

f(1) = sin(1) = 1− 1

6
+

1

120
− cos(ξ(x))

5040
=

101

120
− cos(ξ(x))

5040
för något ξ(x) ∈ [0, 1].

Alltså får vi
| sin(1)− 101/120| =

∣∣∣∣−cos(ξ(x))

5040

∣∣∣∣ ≤ 1

5040
,

eftersom | cos(ξ(x))| ≤ 1 för alla ξ(x).
För att förtydliga betyder detta alltså att

101

120
− 1

5040
≤ sin(1) ≤ 101

120
+

1

5040
,

så att 101/120 approximerar sin(1) med ett fel som är högst 1/5040.

Exempel A.4. Låt f(x) = 3
√
1 + 3x. Bestäm ett rationellt tal p/q (där p, q är heltal) sådant att∣∣∣∣f(−1/10)− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

100
.

Lösning: Vi chansar på att vi kan lösa problemet genom att Maclaurinutveckla till ordning 2, och
använder då alltså formeln:

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(ξ(x))

3!
x3 för något ξ(x) mellan 0 och x.

Vi beräknar därför de relevanta derivatorna:

f(0) = 1; f ′(x) = (1+3x)−2/3, f ′(0) = 1; f ′′(x) = −2(1+3x)−5/3, f ′′(0) = −2; f ′′′(x) = 10(1+3x)−8/3.

Insatt i formeln får vi nu

f(x) = 1 + x− x2 +
5x3

3(1 + 3ξ(x))8/3
för något ξ(x) mellan 0 och x.

Med x = −1/10 insatt i formeln ovan får vi

f(−1/10) = 1− 1/10− (1/10)2 +
5(−1/10)3

3(1 + 3ξ)8/3

=
89

100
− 5

3000(1 + 3ξ)8/3
för något ξ = ξ(−1/10), −1/10 ≤ ξ ≤ 0.

Alltså gäller∣∣∣∣f(−1/10)− 89

100

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− 5

3000(1 + 3ξ)8/3

∣∣∣∣ = 5

3000(1 + 3ξ)8/3

≤ 5

3000(1− 3/10)8/3
=

5

3000
·
(
10

7

)8/3

≤ 5

3000
·
(
10

7

)9/3

=
5

3 · 73
=

5

1029
<

1

100
,

där vi använde att (1 + 3ξ)8/3 blir som minst då ξ = −1/10 på intervallet [−1/10, 0]. Så t ex är p/q =
89/100 en tillräckligt bra approximation för att garantera att felet är mindre än den angivna gränsen.
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OBS! Punkten ξ(x) beror alltså på punkten x. Om n = 0 är satsen bara ett annat sätt att skriva me-
delvärdessatsen för derivator, och ett sätt att bevisa ovanstående är genom att iterera medelvärdessatsen
på ett smart sätt:
Bevis av Taylors sats:
Genom en translation kan vi utan förlust anta att a = 0. Vi inför nu en hjälpfunktion (där x nu är en
fixerad punkt):

g(t) = f(t)− pn(t)−
f(x)− pn(x)

xn+1
tn+1.

Notera att
g(0) = g′(0) = . . . = g(n)(0) = 0.

Speciellt gäller
g(0) = g(x) = 0,

så enligt medelvärdessatsen finns det nu en punkt t1 mellan 0 och x sådan att g′(t1) = 0. Alltså gäller

g′(0) = g′(t1) = 0,

och om vi återigen tillämpar medelvärdessatsen (på g′) så finns en punkt t2 mellan 0 och t1 sådan att
g′′(t2) = 0. Om vi fortsätter på detta sätt får vi tillslut en punkt ξ := tn+1 mellan 0 och x sådan att
g(n+1)(ξ) = 0. Men vi noterar också att vi har

g′(t) = f ′(t)− p′n(t)−
f(x)− pn(x)

xn+1
(n+ 1)tn,

g′′(t) = f ′′(t)− p′′n(t)−
f(x)− pn(x)

xn+1
(n+ 1)ntn−1,

...

g(n+1)(t) = f (n+1)(t)− f(x)− pn(x)

xn+1
(n+ 1)!

där vi har använt att p
(n+1)
n (t) = 0 då pn har grad högst n. Alltså får vi (eftersom g(n+1)(ξ) = 0)

f (n+1)(ξ) =
f(x)− pn(x)

xn+1
(n+ 1)!,

eller med andra ord

f(x) = pn(x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1.

V.S.B.
Som vi påpekade ovan beror ξ(x) på x, men vi noterar också att eftersom vi antagit att f är konti-

nuerligt deriverbar n+ 1 gånger på det givna intervallet blir hur som helst funktionen

b(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!

begränsad på intervallet [c, d], så speciellt får vi följande något svagare formulering av Taylors sats,
där vi påminner om att en omgivning till en punkt a är en mängd som innehåller ett öppet intervall
]a − ε, a + ε[ för något ε > 0, och att b(x) är begränsad i en omgivning till a betyder att det finns en
konstant C sådan att |b(x)| ≤ C för alla x i någon omgivning till a:

Sats A.5 (Taylor)
Om funktionen f har kontinuerliga derivator upp till och med ordning n+ 1 i någon omgivning till
a, då gäller

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n + b(x)(x− a)n+1

där b(x) är begränsad i någon omgivning till a.
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Exempel A.6. Låt precis som i exempel A.4 ovan f(x) = 3
√
1 + 3x. Där beräknade vi

f(0) = 1; f ′(x) = (1 + 3x)−2/3; f ′(0) = 1; f ′′(x) = −2(1 + 3x)−5/3, f ′′(0) = −2.

Det är klart att funktionen har kontinuerliga derivator upp till och med ordning 3 (den har det av
godtycklig ordning) nära x = 0, så enligt ovanstående sats gäller alltså att

f(x) = 1 + x− x2 + b(x)x3,

där b(x) är begränsad i någon omgivning till origo.
Notera en skillnad här att vi inte som i exempel A.4 behöver beräkna tredjederivatan, bara veta att

f är tillräckligt deriverbar.

Exempel A.7. Låt f(x) = sinx. Bestäm Taylorutvecklingen av ordning 3 till f(x) kring x = π med
restterm b(x)(x− π)4.
Lösning: Vi ska alltså använda formeln

f(x) = f(π) + f ′(π)(x− π) +
f ′′(π)

2!
(x− π)2 +

f ′′′(π)

3!
(x− π)3 + b(x)(x− π)4.

Vi har

f(π) = 0; f ′(x) = cosx, f ′(π) = −1; f ′′(x) = − sinx, f ′′(π) = 0; f ′′′(x) = − cosx, f ′′′(π) = 1.

Insatt i formeln får vi alltså

f(x) = −(x− π) +
1

6
(x− π)3 + b(x)(x− π)4.

• Vi kommer i praktiken i denna kurs nästan enbart jobba med ovanstående typ av restterm,
då problemen vi främst ska behandla just handlar om hur fort resttermen går mot noll, vilket
i första hand beror på exponenten n, och inte så mycket på exakt vad b(x) är så länge vi vet
att den är begränsad. Vi illustrerar detta i nedanstående exempel.

• Vi kommer dock från och med föreläsning 2 införa ytterligare ett förenklat skrivsätt för denna,
kallad stora ordo, skrivet O((x − a)n+1) = b(x)(x − a)n+1. Men för att förstå hur resttermen
fungerar börjar vi först med att lära oss hantera den på ovanstående form.

• Vi kan notera att i någon mening vet vi förstås exakt vad b(x) är (för x ̸= a):

b(x) =
f(x)− pn(x)

(x− a)n+1

så påståendet är alltså att denna kvot är begränsad när x är nära a. Men i praktiken är det
så att vi just vill approximera f(x) och i någon mening “ersätta” den med pn(x) för att vi
inte enkelt kan räkna med f(x) som den är. Så man bör i princip tänka på b(x) som något vi
bara vet är begränsat, dvs. |b(x)| ≤ C (där C eventuellt skulle kunna vara väldigt stort), nära
x = a. Behöver man verkligen ha kontroll på hur stort C är behöver man använda Lagranges
form istället.

• Det är också värt att notera att egentligen är det förstås samma restterm som Lagrange,
bara att vi inte explicit skriver ut vad b(x) är i termer av f . Dessutom behöver vi inte i dessa
tillämpningar beräkna f (n+1), utan det räcker att vi vet att b(x) finns vilket satsen alltså
garanterar.
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Här kommer ett exempel på en av våra standardtillämpningar av Taylorutvecklingar.

Exempel A.8. Beräkna

lim
x→0

ex − 1− x− x2/2

x3
.

Lösning: Vi börjar med att Maclaurinutveckla f(x) = ex till ordning 3, dvs. vi använder formeln

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + b(x)x4.

Med f(x) = ex får vi
f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 1.

Alltså gäller

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ b(x)x4.

Så vi får
ex − 1− x− x2/2

x3
=

x3/6 + b(x)x4

x3
=

1

6
+ b(x)x → 1

6
då x → 0,

där vi använt att b(x)x → 0 då x → 0 eftersom b(x) är begränsad nära x = 0, så att |b(x)x| ≤ C|x| gäller
för någon konstant C i någon omgivning till x = 0.

A.2 Föreläsning 2: Restterm på ordoform. Entydighetssatsen.

Definition A.9. Vi säger att en funktion är (stora) ordo av (x− a)n+1 då x → a skrivet
O((x− a)n+1) om den är på formen

O((x− a)n+1) = b(x)(x− a)n+1

för någon funktion b(x) som är definierad och begränsad i någon omgivning till a.

• Att b(x) är begränsad i någon omgivning till a betyder per definition att det finns ett ε > 0 och
en konstant C sådan att |b(x)| ≤ C för alla x ∈]a− ε, a+ ε[. Dvs. den får inte sticka iväg mot ±∞
när vi närmar oss a.

• För att ytterligare förklara, om vi tittar på b(x) från exemplet ovan såg vi att

b(x) =
ex − 1− x− x2/2− x3/6

x4
för x ̸= 0.

Här skulle man kunna välja ε > 0 hur stort man vill, men konstanten C ovan blir större och större
ju större ε > 0 vi väljer, eftersom b(x) → ∞ då x → ∞ enligt hastighetstabellen. Ibland kan man
ha att b(x) → ∞ redan för en ändlig punkt så att man inte kan välja ε hur stort som helst (t ex
om man Maclaurinutvecklar

√
1 + x måste ε < 1) och i vissa fall kan b(x) vara begränsad på hela

R (t ex. 1 + x+ x2 = 1 + x+ b(x)x2 där b(x) = 1 för alla x).

• I de flesta fall kommer det, om vi skriver O((x−a)n+1), vara underförstått att vi menar då x → a.

• Mer generellt kommer vi även ibland behöva begreppet O(g(x)) då x → a, som då betyder på
samma sätt att

O(g(x)) = b(x)g(x)

där b(x) är begränsad i någon omgivning till a.
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Målet vi hade med Taylorutvecklingen var att få ett fel som går så fort som möjligt mot noll då vi
går in mot punkten vi utvecklar kring, och “gissningen” var att detta borde uppnås genom att anpassa
så många derivator som möjligt. Entydighetssatsen nedan visar att det var rätt strategi, i den meningen
att inget annat polynom av grad högst n vi approximerar med kan ge en restterm som avtar lika fort
när vi låter x → a. Men satsen är också rent praktiskt mycket viktig för oss vid t ex. beräkningar av
Maclaurinpolynom till sammansatta funktioner.

Sats A.10 (Entydighetssats)
Om q(x) är ett polynom av högst grad n sådant att f(x)− q(x) = O((x−a)n+1), då är q(x) = pn(x)
(där pn(x) betecknar Taylorpolynomet av ordning n till f(x) i a).

Bevis: Vi kan utan förlust anta att a = 0. Enligt antagande och Taylors sats gäller då att

f(x) = pn(x) + b1(x)x
n+1 = q(x) + b2(x)x

n+1

för några funktioner b1(x), b2(x) som är begränsade i någon omgivning till x = 0. Om vi nu definierar
p(x) = pn(x)− q(x), då är p(x) ett polynom av grad högst n sådant att

p(x) = (pn(x)−f(x))− (q(x)−f(x)) = (−b1(x)x
n+1)− (−b2(x)x

n+1) = (b2(x)−b1(x))x
n+1 = b(x)xn+1,

där b(x) är begränsad i någon omgivning till x = 0.
Antag nu att p(x) inte är identiskt noll. Då kan vi skriva p(x) på formen

p(x) = ckx
k + ck+1x

k+1 + . . .+ cnx
n,

där ck ̸= 0. Men nu gäller då

lim
x→0

p(x)

xk
= ck = lim

x→0

b(x)xn+1

xk
= 0,

vilket ger en motsägelse. V.S.B.
Inte minst blir sats A.10 mycket användbar när vi har kända utvecklingar av våra elementära funk-

tioner:

Sats A.11 (Elementära Maclaurinutvecklingar)

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+O(xn+1),

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . .+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+O(x2n+1),

cosx = 1− x2

2
+

x4

4!
− . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+O(x2n+2),

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− . . .+ (−1)n−1x

n

n
+O(xn+1),

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
− . . .+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+O(x2n+1),

(1 + x)α = 1 + αx+

(
α

2

)
x2 +

(
α

3

)
x3 + . . .+

(
α

n

)
xn +O(xn+1),

där (
α

2

)
=

α(α− 1)

2
,

(
α

3

)
=

α(α− 1)(α− 2)

3!
, . . .
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Exempel A.12. Bestäm Maclaurinutvecklingen av f(x) = ex+x2

av ordning 2 (restterm O(x3)), samt
bestäm f ′′(0).
Lösning: Enligt standardutvecklingen ovan gäller

et = 1 + t+
t2

2
+O(t3).

Så med t = x+ x2 får vi

ex+x2

= 1 + (x+ x2) +
(x+ x2)2

2
+O((x+ x2)3)

= 1 + x+ x2 +
x2

2
+O(x3) = 1 + x+

3x2

2
+O(x3).

Ovan använde vi att om vi expanderar (x+ x2)2 får vi x2 +2x3 + x4 = x2 +O(x3), och vi lägger in alla
termer av grad 3 eller högre i ordotermen. Vi använde också att O((x+x2)3) = b(x)(x3+3x4+3x5+x6) =
(b(x)(1 + 3x+ 3x2 + x3))x3 = O(x3) (generellt är det så att den lägsta graden styr i dessa fall).

Enligt entydighetssatsen måste detta vara Maclaurinutvecklingen av ordning 2 till f , dvs.

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 = 1 + x+

3x2

2
.

Speciellt gäller

f ′′(0) =
2! · 3
2

= 3.

I detta fall kunde man förstås ganska enkelt räknat fram derivatorna f ′(x) = (1+ 2x)ex+x2

och f ′′(x) =

(2+ (1+2x)2)ex+x2

så att f(0) = 1, f ′(0) = 1 och f ′′(0) = 3, vilket direkt via Maclaurins formel ger oss
ovanstående utveckling, så detta exempel var mer för att illustrera metoden att ta fram utvecklingar från
kända utvecklingar. Skulle det varit ett mer komplicerat uttryck, eller utveckling till en högre ordning
blir vinsten med ovanstående metod mer uppenbar.

Exempel A.13. Bestäm Maclaurinutvecklingen av funktionen

f(x) =
√
cosx

med rest O(x6). Bestäm även f (4)(0) och f (5)(0).
Lösning: Enligt standardutvecklingar från listan ovan gäller

√
1 + s = 1 +

1

2
s+

1
2

(
1
2 − 1

)
2

s2 +O(s3) = 1 +
s

2
− s2

8
+O(s3)

och

cosx = 1− x2

2
+

x4

24
+O(x6)

så med s = −x2

2
+

x4

24
+O(x6) får vi om vi lägger in allt som har grad 6 eller högre i ordoresttermen i

sista steget (se röda texten nedan som förklara i detalj vad som pågår här):

f(x) =
√
cosx =

√
1− x2

2
+

x4

24
+O(x6)

= 1 +
1

2

(
−x2

2
+

x4

24
+O(x6)

)
− 1

8

(
−x2

2
+

x4

24
+O(x6)

)2

+O

((
−x2

2
+

x4

24
+O(x6)

)3
)

= 1− x2

4
− x4

96
+O(x6).

Enligt entydighetssatsen vet vi nu att det senare måste vara Maclaurinutvecklingen av f(x) till
ordning 5 (eftersom resttermen har ordning 6), dvs. polynomet måste vara Maclaurinpolynomet av
ordning 5:

f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
x4 +

f (5)(0)

5!
x5 = 1− x2

4
− x4

96
.
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Alltså kan vi läsa av att
f (4)(0)

4!
= − 1

96
och

f (5)(0)

5!
= 0,

dvs.
f (4)(0) = − 4!

96
= −1

4
och f (5)(0) = 0.

Låt oss här gå igenom i detalj vad som händer i förenklingen ovan. Anledningen att vi skriver detta i rött
separat är för att det är viktigt att förstå att det är detta som pågår i bakgrunden, men själva poängen
med ordobegreppet är just att inte behöva skriva ut alla dessa detaljer varje gång, utan att man just
bara ska hålla reda på ordningen på resttermerna. Om vi använder definitionen av ordoresttermerna kan
vi alltså skriva

√
1 + s = 1 +

s

2
− s2

8
+ b1(s)s

3

och

cosx = 1− x2

2
+

x4

24
+ b2(x)x

6

där b1 och b2 är begränsade i någon omgivning till origo. Notera också att om vi sätter

s = −x2

2
+

x4

24
+ b2(x)x

6

och definierar
b3(x) = b1(s),

då blir även detta en begränsad funktion av x nära x = 0, eftersom s → 0 då x → 0. Då står det ovan
med dessa beteckningar, där vi samlar alla termer som vi får när vi expanderar detta som har grad 6
eller högre på slutet:

f(x) =
√
cosx =

√
1− x2

2
+

x4

24
+ b2(x)x6

= 1 +
1

2

(
−x2

2
+

x4

24
+ b2(x)x

6

)
− 1

8

(
−x2

2
+

x4

24
+ b2(x)x

6

)2

+ b3(x)

((
−x2

2
+

x4

24
+ b2(x)x

6

)3
)

= 1− x2

4
− x4

96
+

+

(
b2(x)x

6 +
x6

8 · 24
− x8

8 · 242
− 2

8

(
−x2

2
+

x4

24

)
b2(x)x

6 + b3(x)

((
−x2

2
+

x4

24
+ b2(x)x

6

)3
))

= 1− x2

4
− x4

96
+

+

(
b2(x) +

1

8 · 24
− x2

8 · 242
− 2

8

(
−x2

2
+

x4

24

)
b2(x) + b3(x)

((
−1

2
+

x2

24
+ b2(x)x

4

)3
))

︸ ︷︷ ︸
b4(x)

x6

= 1− x2

2
− x4

96
+ b4(x)x

6 = 1− x2

2
− x4

96
+O(x6).

där vi alltså bröt ut x6 ur den stora parentesen, och vi ser att b4(x) blir begränsad nära x = 0. Notera
dock att om vi istället brutit ut en högre ordnings term, t ex x7, då hade första termerna i den stora
parentesen blivit b2(x)/x+1/(8 · 24 ·x) istället, och då hade (troligtvis) inte uttrycket som i så fall blivit
b4(x) varit begränsad nära x = 0 eftersom t ex 1/(8 · 24 · x) inte är det.
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A.3 Föreläsning 3: Ordokalkyl med tillämpningar.
Vi börjar med att påminna om definitionen av stora ordo.

Stora Ordo: Antag att f(x), g(x) är funktioner definierade i en omgivning till punkten a. Om det
i någon omgivning till a finns en begränsad funktion b(x) sådan att

f(x) = b(x)g(x)

gäller i denna omgivning, då säger vi att

f(x) = O(g(x)) då x → a.

Det vill säga i varje steg i en uträkning betecknar O(g(x)) en funktion på formen b(x)g(x) där b(x) är
en begränsad funktion i någon omgivning till a. Poängen är att det i många problem inte spelar någon
roll exakt vilken funktion b(x) är, utan bara att om t ex. g(x) går mot noll då x går mot a så går upp
till någon begränsad faktor O(g(x)) minst lika fort mot noll.

Oftast är det a = 0 vi kommer vara intresserade av (genom att byta variabel till a + h annars så
reduceras det till detta fall), och g(x) = xk för något heltal k, men det finns som vi sett undantag då
vi jobbar med sammansatta funktioner. Om det är uppenbart från sammanhanget vilken punkt a som
avses brukar man bara skriva f(x) = O(g(x)).

Dessa räkneregler är bland andra enkla att verifiera (där x → a för någon fix punkt a nedan):

• f(x) = O(f(x))

• f(x) = O(g(x)), g(x) = O(h(x)) ⇒ f(x) = O(h(x)),

• Om b(x) är begränsad nära x = a gäller O(b(x)g(x)) = b(x)O(g(x)) = O(g(x)),

• Om f(x) = O(g(x)) så gäller O(f(x)) +O(g(x)) = O(g(x)).

• Notera att det sistnämnda betyder att vi i en förenkling av en summa som innehåller flera ordo-
termer bara behåller “den sämsta” och kastar bort övriga. (Notera dock att vi i en kvot ska behålla
både en ordoterm i täljaren och en i nämnaren. Om ni ska ta bort en ordoterm i nämnaren måste
det motiveras utifrån definitionen varför detta är OK, vilket då normalt inte är värt jobbet. . . )

• OBS! En stor varning när det gäller ordokalkyl är att likhetstecknet blir enkeltriktat. t ex. gäller
O(x3) = O(x2) men O(x2) ̸= O(x3). Vi får alltså i en uträkning aldrig gå från något som är sämre
till något som är bättre.

Ovanstående räknelagar gäller eftersom:

• f(x) = b(x)f(x) där b(x) = 1.

• f(x) = b1(x)g(x) och g(x) = b2(x)h(x) ger f(x) = (b1(x)b2(x))h(x) = b(x)h(x).

• O(b(x)g(x)) = b1(x)(b(x)g(x)) = (b1(x)b(x))g(x) och pss. b(x)(b2(x)g(x)) = (b(x)b2(x))g(x).

• Om f(x) = b1(x)g(x) så gäller b2(x)f(x) + b3(x)g(x) = (b2(x)b1(x) + b3(x))g(x).
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• Räknelagarna följer från definitionen av stora ordo, ovanstående observationer samt det faktum
att om två funktioner b1(x) och b2(x) är begränsade nära x = a är även produkten b1(x)b2(x)
och linjärkombinationer såsom b1(x) + b2(x) det.

• OBS! Notera att en kvot b1(x)/b2(x) inte nödvändigtvis är begränsad även om både b1(x) och
b2(x) är begränsade, så att hantera en kvot av ordotermer är mer problematiskt, och det är
därför som vi t ex när vi beräknar gränsvärdet av en kvot behåller en restterm både i täljaren
och nämnaren.

• Notera ovan att vi använde olika beteckningar för de olika begränsade funktionerna. Det är
viktigt att förstå att när vi använder ordokalkyl så står inte O(g(x)) nödvändigtvis för samma
funktion överallt. Det är t ex därför vi har att O(g(x)) − O(g(x)) inte normalt är 0 utan
bara O(g(x)) eftersom det ska ses som b1(x)g(x)− b2(x)g(x) = (b1(x)− b2(x))g(x), och det är
snarare regel än undantag att b1(x) ̸= b2(x). (Tänk på hur Lagranges restterm i föreläsning 1
ser ut, så att om b1(x), b2(x) är kopplade till utvecklingar för olika funktioner kommer de ju
typiskt inte vara lika!)

Exempel A.14. Beräkna

lim
x→0

x− sinx

x− arctanx
.

Lösning: Vi börjar titta på nämnaren och ser att eftersom

arctanx = x− x3

3
+O(x5)

så får vi

x− arctanx =
x3

3
+O(x5).

Här väljer vi alltså att utveckla så långt att vi (minst) får en ledande term och en högre ordnings restterm
i nämnaren.

Eftersom den ledande termen ovan har grad 3 behöver vi nu även utveckla täljaren så att vi får en
restterm av grad 4 eller högre:

sinx = x− x3

6
+O(x5)

så

x− sinx =
x3

6
+O(x5).

Med hjälp av dessa utvecklingar får vi nu

x− sinx

x− arctanx
=

x3

6 +O(x5)
x3

3 +O(x5)
=

1/6 +O(x2)

1/3 +O(x2)
→ 1

2
, då x → 0.
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Exempel A.15. Avgör om
f(x) = e2x + 2 ln(1− x)− x2

har lokal extrempunkt i x = 0, och ange i så fall vilken typ.
Lösning: Eftersom

et = 1 + t+
t2

2
+

t3

6
+O(t4) och ln(1 + s) = s− s2

2
+

s3

3
+O(s4)

så blir, med t = 2x och s = −x,

f(x) = 1 + 2x+
(2x)2

2
+

(2x)3

6
+O((2x)4)

+ 2

(
−x− (−x)2

2
+

(−x)3

3
+O((−x)4)

)
− x2

= 1 + 2x+ 2x2 +
4x3

3
− 2x− x2 − 2x3

3
− x2 +O(x4)

= 1 +
2x3

3
+O(x4) = 1 + x3

(
2

3
+O(x)

)
.

Här utvecklade vi alltså så långt att vi efter förenkling fick en ledande ickekonstant term och en högre
ordnings restterm.

Därmed ser vi att för x nära 0 blir parentesen större än noll och då x3 växlar tecken i x = 0 så kan
vi inte ha en lokal extrempunkt i x = 0, eftersom f(x) < f(0) = 1 om x < 0 och x är nära 0, medan
f(x) > f(0) = 1 om x > 0 och x är nära 0.

Exempel A.16. Antag att f(x) = −2+ 3(x− 1)4 +O((x− 1)5). Avgör om f har en lokal extrempunkt
i x = 1.
Lösning: Vi noterar att vi redan fått Taylorutvecklingen av f i x = 1 sådan att vi har en ledande
ickekonstant term 3(x− 1)4 och en högre ordnings restterm. Eftersom

f(x) = −2 + 3(x− 1)4(1 +O(x− 1))

så ser vi att för x nära 1 är (1 +O(x− 1)) alltid strängt positiv, och 3(x− 1)4 ≥ 0 för alla x. Alltså ser
vi att

f(x) = −2 + 3(x− 1)4(1 +O(x− 1)) ≥ −2 för alla x nära 1.

Alltså har f , per definition, ett lokalt minimum i x = 1.
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C Differentialekvationer

C.1 Föreläsning 6: Differentialekvationer (DE) av första ordningen, integra-
lekvationer.

Denna föreläsning ska handla om ett par specifika typer av differentialekvationer av första ordningen
(samt avslutningsvis integralekvationer som efter derivation kan reduceras till en sådan). Ordningen på
en differentialekvation är helt enkelt den högsta ordningen av derivator som förekommer i ekvationen, så
första ordningen betyder att det finns förstaderivator, men inte högre, med i ekvationen.

En stor del av envariabelanalys 1 handlade om att hitta primitiva funktioner till en given funktion
f(x) vilket precis betyder att man vill lösa differentialekvationen

y′ = f(x).

Notera ovan att vi skrivit y′ istället för y′(x), vilket är standard och helt enkelt för att det ska bli lättare
att läsa, men det är underförstått att y är en funktion av x ovan. Vi kommer ofta använda detta skrivsätt,
men ibland för att förtydliga kommer vi skriva y(x).

En sådan ekvation kallas också en ordinär differentialekvation (ODE) eftersom vår obekanta
funktion y bara beror på en variabel x (till skillnad från partiella differentialekvationer, PDE, som ni
kommer stöta på lite i flervariabelanalysen).

Som vi vet har ovanstående ekvation den allmänna lösningen

y = F (x) + C

där F är en primitiv funktion till f , och C en godtycklig konstant.
De två typerna av differentialekvationer vi ska se på nedan, linjära respektive separabla, kan bägge

efter en omskrivning skrivas på formen
y′ = k(x, y)

där k, till skillnad från f i fallet med primitiva funktioner ovan, nu alltså får bero på både x och y, t ex.

y′ = xy.

Denna kurs kommer i princip enbart handla om att lära sig lösa specifika typer av ODE, men det är värt
att reflektera lite rent generellt kring en sådan ekvation som ovan.

Först och främst kan vi notera att precis som för fallet med primitiva funktioner så får vi en obestämd
konstant i den allmänna lösningen till en sådan, så den allmänna lösningen kan ses som en familj av
kurvor/grafer, där vi för att få en entydig lösning behöver få någon form av bivillkor (t ex y(0) = 0 eller
liknande).

Notera också att om vi har en lösning som går genom en viss punkt (a, b), dvs. y(x) löser ekvationen
y′ = k(x, y) och y(a) = b, det ekvationen då säger är att lutningen till grafen i denna punkt ges av
y′(a) = k(a, b). Men notera att vi inte behöver känna till vad denna lösning y(x) är för att kunna
beräkna k(a, b). Om man därför för en massa punkter (a, b) i xy-planet sätter ut små streck med lutning
k(a, b) kan man få en uppfattning om hur lösningarna ser ut även om man inte kan räkna ut dessa explicit.
En sådan plot brukar kallas ett riktningsfält, och nedan till vänster ser vi ett sådant för ekvationen

y′ = xy,

och till höger ser vi några lösningskurvor för densamma plottade för x > 0 (denna ekvation är faktiskt
både linjär och separabel, och med metoderna nedan kan man få fram att den allmänna lösningen är
y = Cex

2/2.)
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C.1.1 Första ordningens linjära differentialekvationer

Dessa är på formen
y′ + f(x)y = g(x).

För att koppla till det vi skrev om riktningsfält kan vi notera att ekvationen är ekvivalent med y′ =
g(x)− f(x)y = k(x, y), men det är inte viktigt för att lösa ekvationen dock.

Anledningen till att en differentialekvation som ovan kallas linjär är att vänsterledet beror linjärt på
y i följande mening:

L(y) = y′ + f(x)y

uppfyller
L(ay1 + by2) = aL(y1) + bL(y2)

för alla konstanter a, b och alla funktioner y1, y2. En egenskap hos en sådan differentialekvation, som bara
har att göra med linjäriteten, är att om vi har två olika lösningar y och yp till samma ekvation

L(y) = L(yp) = g(x),

då får vi direkt
L(y − yp) = L(y)− L(yp) = g(x)− g(x) = 0.

Alltså kommer vi ha, om vi sätter yh = y − yp, att

y = yh + yp där L(yh) = 0 och L(yp) = g(x).

Det vill säga strukturen på den allmänna lösningen är att den ges av summan av den allmänna homo-
genlösningen yh till ekvationen L(yh) = 0 och en partikulärlösning yp till L(yp) = g(x).

16



Metoden med integrerande faktor:

Definition C.1. En funktion på formen
eF (x)

där F (x) är en primitiv funktion till f(x) kallas en integrerande faktor (IF) till ekvationen

y′ + f(x)y = g(x).

Vi noterar att eF (x) > 0 överallt, vilket gör att vi kan multiplicera båda sidorna i ekvationen och
fortfarande få en ekvivalent ekvation. Poängen med den integrerande faktorn är att om vi multiplicerar
vänsterledet med denna får vi

(y′(x) + f(x)y(x))eF (x) =
(
y(x)eF (x)

)′
.

Det vill säga, vi får helt enkelt derivatan av produkten y(x)eF (x). Om vi ser på hela ekvationen får vi
(eftersom F ′ = f):

d

dx
(y(x)eF (x)) = y′(x)eF (x) + y(x)F ′(x)eF (x) = (y′(x) + f(x)y(x))eF (x) = g(x)eF (x),

vilket ger lösningarna

y(x) = e−F (x)

∫
g(x)eF (x)dx.

• Jag rekommenderar att inte memorera ovanstående formel utantill, utan att faktiskt beräkna de-
rivatan av produkten (y(x)eF (x))′ då det ger en extra kontroll att man räknat fram IF korrekt.

• Notera att om y(x) löser ekvationen, om vi låter H(x) beteckna en primitiv funktion till g(x)eF (x),
då kan ovanstående kalkyl också skrivas som

d

dx

(
y(x)eF (x) −H(x)

)
= (y′ + f(x)y − g(x))eF (x) = 0,

så att denna differens måste vara konstant. Alltså ger ovanstående den allmänna lösningen till
ekvationen.

För att koppla till det vi skrev ovan att lösningen är på formen y = yh + yp, notera att om vi löser
den med ovanstående metod så blir integralen∫

g(x)eF (x)dx = H(x) + C

där H(x) är en primitiv funktion och C en obestämd konstant. Så lösningen är då

y = yh + yp där yh = Ce−F (x) och yp = H(x)e−F (x).

Exempel C.2. Vi ska här lösa
y′ + 2xy = 4x3 + 2x.

Eftersom (x2)′ = 2x ser vi att ex
2

är en integrerande faktor. Vi får(
yex

2
)′

= y′ex
2

+ 2xyex
2

= (y′ + 2xy)ex
2

= (4x3 + 2x)ex
2

.

Vidare gäller att∫
(4x3 + 2x)ex

2

dx =

∫
(2x2 + 1)2xex

2

dx = (2x2 + 1)ex
2

−
∫

4xex
2

dx = (2x2 − 1)ex
2

+ C,

alltså blir den allmänna lösningen till differentialekvationen

y =
(2x2 − 1)ex

2

+ C

ex2 = 2x2 − 1 + Ce−x2

.
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Metoden med obestämda koefficienter: Metoden ovan att direkt integrera upp ekvationen med
hjälp av en integrerande faktor är den vi oftast kommer använda, då det reducerar problemet till att
hitta en primitiv funktion. Men man kan hamna i praktiska problem med själva integralen∫

g(x)eF (x)dx.

Notera dock att om vi tittar på den homogena ekvationen där vi byter g(x) mot 0, då blir ju detta bara
yh = Ce−F (x). Vi vet ju också att om vi på ett eller annat sätt lyckas hitta en partikulärlösning yp
till ekvationen så blir den allmänna lösningen y = Ce−F (x) + yp. Metoden med obestämda koefficienter
bygger på att man utifrån hur g(x) ser ut gissar på en lösningsform, en så kallad partikuläransats, som
innehåller ett antal obestämda koefficienter, som om ansatsen fungerar reducerar problemet till att lösa
ett linjärt ekvationssystem för de obestämda koefficienterna. Vi illustrerar detta med ett kort exempel:

Exempel C.3. Låt oss titta igen på ekvationen y′ + 2xy = 4x3 + 2x som i exempel C.2 ovan. Där
behövde vi integrera produkten (4x3 + 2x)ex

2

, men sedan delade vi också på den integrerande faktorn
ex

2

och vi fick partikulärlösningen 2x2 − 1 i slutändan.
Om vi tittar lite på ekvationen kunde man ha gissat på att en partikulärlösning borde vara ett

polynom av grad 2. Så om vi gör partikuläransatsen yp = ax2 + bx+ c och sätter in i ekvationen får vi

y′p + 2xyp = (2ax+ b) + 2x(ax2 + bx+ c) = 2ax3 + 2bx2 + (2a+ 2c)x+ b = 4x3 + 2x.

Den sista likheten ger om vi identifierar koefficienterna i polynomen ekvationssystemet
2a = 4

2b = 0

2a+ 2c = 2

b = 0

⇔


a = 2

b = 0

c = −1.

Vi ser alltså att ansatsen fungerade, dvs. när vi satte in vår ansats i ekvationen reducerades problemet
till ett linjärt ekvationssystem för de obestämda koefficienterna a, b, c, och dessutom fanns det en lösning
till problemet. Eftersom vi fick fram a = 2, b = 0, c = −1 får vi alltså en partikulärlösning yp = 2x2 − 1.
Sedan, eftersom vi vet att ex

2

är en integrerande faktor, kan den allmänna homogenlösningen skrivas
som yh = Ce−x2

så att vi får den allmänna lösningen y = yh + yp = Ce−x2

+ 2x2 − 1 utan att behöva
utföra den lite stökiga integrationen som vi behövde göra i exempel C.2.

Att hitta en bra ansats som fungerar är förstås inte alltid så lätt, men i vissa fall som det ovan kan man
göra det, och idén är hur som helst alltid att man ansätter något som när man sätter in det i vänsterledet
blir en funktion av “samma typ” som den i högerledet.

C.1.2 Första ordningens separabla differentialekvationer

Dessa är, efter en eventuell omskrivning, sådana som kan skrivas på formen

g(y)y′ = h(x).

I uttrycket ovan säger man att variablerna är separerade (bara y på ena sidan och bara x på den
andra, fast implicit finns det förstås x också i VL då y ju är en funktion av x). Det faktum att man
typiskt kommer behöva skriva om ekvationen för att få den på ovanstående form är en
extra komplikation, då man eventuellt t ex. kan tappa lösningar vid en sådan omskrivning.
Notera att det alltid är originalekvationen innan omskrivning som vi ska lösa.

För att koppla till det vi skrev om riktningsfält kan vi notera att ekvationen är ekvivalent med, såvida
g(y) ̸= 0, y′ = h(x)/g(y) = k(x, y), men det är inte viktigt för att lösa ekvationen dock.

Dessa löses genom att integrera bägge sidor:∫
g(y)dy =

∫
h(x)dx.
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Detta ger
G(y(x)) = H(x) + C (G′ = g,H ′ = h).

För att motivera att detta fungerar, notera att om G,H är som ovan då gäller att om G(y(x)) = H(x)+C,
då följer det om vi deriverar

d

dx
(G(y(x))−H(x)) = G′(y(x))y′(x)−H ′(x) = g(y)y′ − h(x) = 0.

Dvs. Om y löser ekvationen och G,H är som ovan då måste G(y(x)) − H(x) vara konstant, eftersom
derivatan är 0, så varje lösning måste uppfylla G(y(x)) = H(x) + C för någon konstant C.

Om vi nu kan invertera G så fås y(x) = G−1(H(x) + C). Detta är dock ett steg som gör att sepa-
rabla ekvationer rent generellt är betydligt krångligare att jobba med än de linjära, eftersom vi efter
integrationen bara får en ekvation för y som måste lösas för att få fram lösningen.

Exempel C.4. Betrakta
y′ = y2.

Detta är ekvivalent med {
y′

y2 = 1 eller
y = 0

.

Om vi tittar på den översta ekvationen får vi

y′

y2
= 1 ⇔

∫
1

y2
dy =

∫
1 dx,

vilket ger
−1

y
= x+ C.

Dvs. denna har allmän lösning

y = − 1

x+ C
.

Vi kan här notera att detta uttryck aldrig blir 0, men vi noterar också att y = 0 löser originalekvationen
y′ = y2 så den allmänna lösningen till denna är y = −(x+ C)−1 eller y = 0.

C.1.3 Bivillkor och lösningars definitionsmängd

Ovan har vi tittat på att bestämma den allmänna lösningen till en differentialekvation, som då blir en
hel familj med lösningar, dvs. oändligt många, där det finns en obestämd konstant (det blir en konstant
för att vi har en första ordningens ekvation). För att få en entydig lösning behövs mer information, och
ibland kommer vi också få ett så kallat bivillkor (BV), t ex på formen y(0) = 1 eller y′(1) = −2 eller
liknande.

Definition C.5. Givet en differentialekvation med ett bivillkor så är definitionsmängden till lös-
ningen till ett sådant problem det största öppna intervall på x-axeln där funktionen y(x) som
löser problemet är definierad och som innehåller den punkt x där bivillkoret är givet.

• Observera ordet intervall ovan. Om vi t ex får fram en allmän lösning som är definierad överallt
utom i x = 1 och vi fått ett bivillkor i x = 0, då blir definitionsmängden bara ]−∞, 1[. Man måste
alltså skilja på definitionsmängden till själva funktionsuttrycket och lösningens definitionsmängd,
där det senare inte blir hela definitionsmängden för funktionen utifall detta inte är ett intervall.

• Lösningsgången är alltså den att man först tar fram den allmänna lösningen som innehåller en
obestämd konstant, använder bivillkoret för att bestämma konstanten, och sedan bestämmer man
intervallet utifrån denna lösning.
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Exempel C.6. Om vi fortsätter med (DE) från exempel C.2 och lägger på ett bivillkor{
y′ + 2xy = 4x3 + 2x (DE),
y(0) = 0 (BV),

då skulle vi först lösa (DE) precis som tidigare och komma fram till y = 2x2 − 1 + Ce−x2

. För att
bestämma C sätter vi nu bara in x = 0 för att kunna använda (BV) vilket ger

y(0) = −1 + C = 0 ⇒ C = 1.

Så lösningen till vårt problem (DE) med (BV) är y = 2x2 − 1 + e−x2

. När det gäller definitionsmängden
i detta fall blir det hela R eftersom funktionen är definierad och löser problemet för alla x. Så svaret
skulle bli (om definitionsmängden efterfrågas)

Svar: y = 2x2 − 1 + e−x2

, x ∈ R.

Exempel C.7. Om vi fortsätter med (DE) från exempel C.4 och lägger på ett bivillkor{
y′ = y2 (DE),
y(2) = 1 (BV),

då skulle vi först integrera upp (DE) precis som tidigare och komma fram till

−1

y
= x+ C.

Om vi nu använder vårt (BV) får vi

−1

y(2)
=

−1

1
= 2 + C, vilket ger C = −3.

Man kan förstås ta fram den allmänna lösningen y = −(x + C)−1 eller y = 0. Om vi nu betraktar vårt
(BV) så ser vi att y(2) = 1 utesluter den senare lösningen, och alltså måste lösningen vara på den första
formen, och då kan man bestämma C utifrån denna, men ofta är det fördelaktigt att i denna typ av
problem bestämma C i ett tidigare skede som ovan. Notera också här att om vi istället fått bivillkoret
y(2) = 0, då hade lösningen varit y = 0.

Alltså är funktionen som vi söker
y =

1

3− x
, x ̸= 3.

Eftersom vårt (BV) är givet i x = 2 är det största öppna intervallet där denna lösning är definierad
]−∞, 3[.
Svar: y = (3− x)−1, x < 3.

C.1.4 Integralekvationer (IE)

Detta är ekvationer som kan reduceras till en differentialekvation samt ett bivillkor, vilket vi illustrerar
nedan med följande exempel som kopplar till exemplet C.6 ovan med bivillkor.

Exempel C.8. Betrakta integralekvationen

y(x) +

∫ x

0

2ty(t) dt = x4 + x2 (IE).

Om vi deriverar bägge sidor i denna ekvation får vi att ovanstående (IE) medför att följande (DE) är
uppfylld.

y′(x) + 2xy(x) = 4x3 + 2x (DE),

där vi använt oss av att om F ′ = f så gäller

d

dx

∫ x

0

f(t) dt =
d

dx
(F (x)− F (0)) = F ′(x) = f(x).
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Men när man deriverar en ekvation på detta sätt tappar man information. (T ex om vi i högerledet
haft x4 + x2 + 1 istället hade vi fått samma (DE).) I en (IE) som ovan finns (i normalfallet) ett inbyggt
bivillkor som man får genom att välja ett x så att den övre och undre gränsen i integralen sammanfaller,
vilket gör att integralen för detta x blir 0 oavsett vad lösningen y i slutändan är. I fallet ovan tar vi alltså
och sätter in x = 0 överallt i ekvationen, vilket ger

y(0) +

∫ 0

0

2ty(t) dt = 04 + 02 ⇔ y(0) = 0 (BV).

Vi får nu att (IE) är ekvivalent med (DE) tillsammans med (BV) ovan, dvs.

y(x) +

∫ x

0

2ty(t) dt = x4 + x2 (IE) ⇔

{
y′ + 2xy = 4x3 + 2x (DE),
y(0) = 0 (BV).

Det senare problemet löste vi ovan i exempel C.2 (allmän lösning) och C.6 (bivillkor).

C.1.5 Komplexvärda funktioner

Vi ska här se på funktioner på formen
w : R → C.

Dessa kan alltid (genom att sätta u = Re(w), v = Im(w)) delas upp som

w = u+ iv,

där u, v : R → R. Vi definierar nu

w′(x) = u′(x) + iv′(x),

∫
w(x)dx =

∫
u(x)dx+ i

∫
v(x)dx,

och det är rättfram att kontrollera att vanliga räknelagar gäller för dessa:

(αw(x))′ = αw′(x), α ∈ C,
(w1(x) + w2(x))

′ = w′
1(x) + w′

2(x),

(w1(x)w2(x))
′ = w′

1(x)w2(x) + w1(x)w
′
2(x),

(w(h(x))′ = w′(h(x))h′(x), h : R → R.

Motsvarande gäller även för integraler. Observera också att w′(x) = 0 för alla x om och endast om
w(x) är en (komplex) konstant, samt att vi har

w(x)− w(a) =

∫ x

a

w′(t)dt.

Den viktigaste komplexvärda funktionen för oss är den komplexa exponentialfunktionen:

eαx = e(a+ib)x := eax(cos(bx) + i sin(bx)).

Denna uppfyller
d

dx
eαx = αeαx.

Observera också att eαx ̸= 0 för alla x.

Om vi nu vill lösa en linjär diffekvation med konstanta koefficienter på formen

y′ − αy = 0, α ∈ C,

då noterar vi att denna är ekvivalent med

e−αx(y′ − αy) = (e−αxy)′ = 0 ⇔ e−αxy = C ⇔ y = Ceαx (C ∈ C).
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C.1.6 Existens och entydighet av lösningar till y′ = f(x, y)*

Detta är inte något som ingår i kursen att kunna, men det kan vara värt att notera att en central del i en
mer specialiserad kurs om differentialekvationer är att visa att man under relativt allmänna förhållanden
har att ekvationen

y′ = k(x, y)

med ett givet bivillkor
y(x0) = y0

har en entydig lösning (utan bivillkor har vi förstås inte entydig lösning). Ett standardresultat som brukar
tas upp i en sådan kurs är följande sats, som garanterar lokal existens och entydighet:

Sats C.9 (Picard-Lindelöf)
Om det finns intervall [a, b] och [c, d] samt en konstant L sådana att a < x0 < b, c < y0 < d och

(a) k(x, y) är kontinuerlig i x på [a, b] för varje fixt y ∈ [c, d],

(b) |k(x, y)− k(x, z)| ≤ L|y − z| för alla x ∈ [a, b] och alla y, z ∈ [c, d],

då finns ε > 0 och en entydig lösning y(x) till problemet y′ = k(x, y), y(x0) = y0, på intervallet
x0 − ε < x < x0 + ε.

Villkoret (b) brukar kallas att k är likformigt Lipschitz-kontinuerlig i y, vilket är ett starkare krav än
enbart kontinuerlig (men kan garanteras med hjälp av uppskattningar av derivatan av k med avseende
på y, förutsatt att denna existerar).

Vi kan notera att för de linjära ekvationerna ovan är detta aldrig ett problem. Dels följer det direkt
från lösningsgången att de lösningar vi får fram är de enda möjliga, och om vi jämför med resultatet ovan
vore för ekvationen y′+f(x)y = g(x) funktionen k(x, y) = g(x)−f(x)y, och så länge f, g är kontinuerliga
har vi inga problem här (vilket också vår metod med integrerande faktorn visade). Men för de separabla
är situationen dock inte lika enkel, speciellt inte om man måste dividera med något som eventuellt kan
vara 0.

Vi kan t ex se på ekvationen
y′ =

√
|y|, y(0) = 0.

Här kan vi direkt se att funktionen y = 0 löser problemet, men man kan också visa direkt att t ex

y(x) =

{
0 x ≤ 0,

x2/4 x > 0

också är deriverbar på hela R och löser ekvationen där. Vi har alltså inte en entydig lösning här. Notera
att

√
|y| inte är Lipschitz-kontinuerlig nära y = 0. Vi kommer dock hålla oss borta från denna typ av

problem i denna kurs mer eller mindre helt och hållet, men det är bra att känna till fenomenet, och att
förstå att denna typ av frågor är känsliga i allmänhet.
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C.2 Föreläsning 7: Andra ordningens linjära DE med konstanta koefficienter
Dessa har formen

y′′ + ay′ + by = g(x) (a, b ∈ R).

Om vi inför
L(y) = y′′ + ay′ + by

beror detta linjärt på y. Precis som i fallet med första ordningens linjära ekvationer som vi behandlade
ovan, och av exakt samma skäl, kan vi säga att strukturen på den allmänna lösningen därmed är på
formen

y = yh + yp

där yh är den allmänna lösningen till den homogena ekvationen L(yh) = 0 och yp är en partikulärlösning
L(yp) = g(x).

Man delar därför upp detta problem i två delar. Först hittar vi den allmänna lösningen yh till den
homogena ekvationen:

y′′h + ay′h + byh = 0.

Denna fås (som vi förklarar nedan) från att först hitta rötterna α, β (som eventuellt är komplexa eller
lika) till den karaktäristiska ekvationen:

p(r) = r2 + ar + b = 0,

och den allmänna homogenlösningen ges då av:

yh =

{
Aeαx +Beβx α ̸= β
(Ax+B)eαx α = β

Sedan hittar man en partikulärlösning yp, vilket vi kommer göra via en så kallad partikuläransats, dvs.
metoden med obestämda koefficienter som vi illustrerade för första ordningens ekvationer tidigare.

Även fast ovanstående formel för homogenlösningarna visserligen också gäller då vi har komplexa
rötter, om vi tillåter komplexvärda lösningar och komplexa konstanter, ska ovanstående form på yh dock
i slutändan bara användas då vi har reella rötter. Om vi har komplexa rötter α, β då gäller att α är
komplexkonjugat till β, eftersom konstanterna a, b i ekvationen är reella. Alltså är rötterna i detta fall
på formen c± id och vi kan därför skriva den allmänna homogenlösningen på formen

yh = Ae(c+id)x +Be(c−id)x = Cecx cos(dx) +Decx sin(dx).

Det vill säga för varje A,B finns unika C,D så att likhet gäller och vice versa (mer precist gäller A+B = C
och i(A − B) = D, eller ekvivalent A = (C − iD)/2 och B = (C + iD)/2). Den senare formen ska i
dessa fall alltid väljas eftersom vi vill ha kontroll på vilka lösningar som är reellvärda, vilket precis är de
lösningar där C,D är reella ovan.

Substitutionen y = zekx (z = z(x)): Detta är en mycket viktig substitution. Notera att (även för
komplexa k) så är ekx aldrig noll, så det är alltid ok att göra en sådan substitution, och vi kan alltid ta
oss tillbaka via z = ye−kx. En direkt uträkning ger nu

y′ = (z′ + kz)ekx, y′′ = (z′′ + 2kz′ + k2z)ekx.

Om vi sätter in detta i den homogena ekvationen får vi

y′′ + ay′ + by = (z′′ + 2kz′ + k2z)ekx + a(z′ + kz)ekx + bzekx =

= (z′′ + (2k + a)z′ + (k2 + ak + b)z)ekx = 0.

Notera nu speciellt, att termen framför z är just p(k), så om vi väljer k = α att vara en av våra rötter
till den karaktäristiska ekvationen, då försvinner denna term. Om vi då tittar på ekvationen får vi kvar:

(z′′ + (2α+ a)z′)eαx = 0,

vilket är ekvivalent med
z′′ + (2α+ a)z′ = 0.
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Men r2 + ar+ b = (r−α)(r− β) = r2 + (−α− β)r+αβ ger nu a = −α− β. Detta leder till ekvationen:

z′′ + (α− β)z′ = 0.

Om α = β står det helt enkelt z′′ = 0 som vi kan integrera upp och får den allmänna lösningen z = Ax+B,
så y = (Ax+B)eαx. Om å andra sidan α ̸= β då får vi en första ordnings linjär ekvation för z′, dvs. vi
multiplicerar med den integrerande faktorn e(α−β)x och får ekvationen

(e(α−β)xz′)′ = 0,

så z′ = Ce(β−α)x, vilket efter en till integration ger z = Ce(β−α)x/(β−α)+A. Om vi sätter B = C/(β−α)
får vi alltså

y = zeαx = Aeαx +Beβx.

Så detta visar speciellt påståendet om den allmänna homogenlösningen. När det gäller partikuläransatser
illustreras detta bäst med exempel.

Exempel C.10. Lös y′′ + y′ − 2y = x2 + x.
Lösning: Vi börjar med att lösa den homogena ekvationen y′′h + y′h − 2yh = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = r2 + r − 2 = 0 har lösningarna

r = −1

2
±
√

1

4
+ 2 = −1

2
± 3

2
,

dvs. rötterna är 1,−2, så
yh = Aex +Be−2x.

Eftersom HL i ekvationen är ett polynom är det rimligt att gissa att en partikulärlösning är ett polynom,
så vi ansätter yp = ax2 + bx+ c, vilket ger y′p = 2ax+ b och y′′p = 2a, vilket insatt i ekvationen ger

y′′p + y′p − 2yp = (2a) + (2ax+ b)− 2(ax2 + bx+ c) = −2ax2 + (2a− 2b)x+ (2a+ b− 2c) = x2 + x.

När det gäller valet av polynom, notera att vi valde grad 2 eftersom vi har med y i ekvationen, så
när vi satte in detta i vårt VL i ekvationen fick vi ett andragradspolynom, precis som i HL, och vi
ser att problemet nu reducerats till att lösa ett linjärt ekvationssystem, vilket alltid är målet med våra
partikuläransatser.

Ovanstående är ekvivalent med att
−2a = 1

2a− 2b = 1

2a+ b− c = 0

⇔


a = −1/2

b = −1

c = −1.

Alltså får vi att den allmänna lösningen till ekvationen är

y = yh + yp = Aex +Be−2x − x2

2
− x− 1.

Exempel C.11. Lös y′′ − 4y′ + 4y = 2e3x.
Lösning: Vi börjar med att lösa den homogena ekvationen y′′h − 4y′h + 4yh = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = r2 − 4r + 4 = 0 har lösningarna

r = 2±
√
4− 4 = 2,

dvs. vi har en dubbelrot i 2 (dvs. p(r) = (r − 2)2), så

yh = (Ax+B)e2x.

När det gäller partikuläransatsen är det rimligt att testa yp = ae3x, vilket ger y′p = 3ae3x och y′′p = 9ae3x,
vilket insatt i ekvationen ger

y′′p − 4y′p + 4yp = (9ae3x)− 4(3ae3x) + 4(ae3x) = (9a− 12a+ 4a)e3x = ae3x = 2e3x,
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vilket ger a = 2. Alltså har vi den allmänna lösningen

y = yh + yp = (Ax+B)e2x + 2e3x.

Vi noterar ovan att detta är ett naturligt val att testa i detta fall, men om vi istället hade haft t ex 2e2x

i HL då hade inte ansatsen yp = ae2x fungerat, eftersom detta är en homogenlösning, så om vi sätter in
detta i VL får vi bara noll. Detta fenomen kallas resonans, och vi diskuterar det efter nästa exempel.

Exempel C.12. Lös y′′ − 2y′ + 2y = sinx, y(0) = 1, y′(0) = 0.
Lösning: Vi börjar med att lösa den homogena ekvationen y′′h − 2y′h + 2yh = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = r2 − 2r + 2 = 0 har lösningarna

r = 1±
√
1− 2 = 1± i,

dvs. vi har komplexa rötter 1 + i, 1− i, så

yh = Aex cosx+Bex sinx.

Med denna typ av HL är det naturligt att testa ansatsen yp = a cosx+b sinx så att y′p = −a sinx+b cosx
och y′′p = −a cosx− b sinx, vilket insatt i ekvationen ger

y′′p − 2y′p + 2yp = (−a cosx− b sinx)− 2(−a sinx+ b cosx) + 2(a cosx+ b sinx)

= (−a+ 2b+ 2a) cosx+ (−b+ 2a+ 2b) sinx = (a+ 2b) cosx+ (2a+ b) sinx = sinx.

Detta är nu ekvivalent med {
a+ 2b = 0

2a+ b = 1
⇔

{
a = 2/5

b = 1/5

så att den allmänna lösningen till differentialekvationen är

y = yh + yp = Aex cosx+Bex sinx+
2

5
cosx+

1

5
sinx.

Eftersom
y′ = Aex cosx−Aex sinx+Bex sinx+Bex cosx− 2

5
sinx+

1

5
cosx

ger bivillkoren nu följande ekvationer för koefficienterna:{
y(0) = A+ 2/5 = 1

y′(0) = A+B + 1/5 = 0
⇒

{
A = 3/5

B = −4/5.

Så lösningen till differentialekvationen med de givna bivillkoren är

y =
3

5
ex cosx− 4

5
ex sinx+

2

5
cosx+

1

5
sinx.

Vi kan notera att om vi hade haft rötterna ±i istället, såsom i ekvationen y′′ + y = sinx, då hade inte
denna typ av ansats för yp fungerat, eftersom detta då är homogenlösningarna till ekvationen, och bara
ger 0 när de sätts in. Detta är då ett fall av resonans, som vi diskuterar lite om nedan.
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C.2.1 Substitutionen y = zekx, förskjutningar och resonans

Vi diskuterade ovan lite om substitutionen y = zekx = z(x)ekx med vilken vi kunde visa varför den
allmänna homogenlösningen ser ut som den gör. Men denna substitution är viktig också rent praktiskt
vid bestämning av partikulärlösningar i vissa fall.

Till exempel, antag att vi tittar på ekvationen

y′′ − 4y′ + 4y = 2xe3x,

dvs. samma exempel som C.11 ovan fast med ett x inlagt i HL, och vill bestämma en partikulärlösning.
Man kan förstås göra en direkt gissning på en partikulärlösning, men här kommer vi normalt föredra att
göra en substitution y = ze3x (där z = z(x) nu alltså är en funktion av x), vilket ger y′ = z′e3x + 3ze3x

och y′′ = z′′e3x + 6z′e3x + 9ze3x, vilket insatt i ekvationen ger

y′′ − 4y′ + 4y = (z′′e3x + 6z′e3x + 9ze3x)− 4(z′e3x + 3ze3x) + 4(ze3x) = (z′′ + 2z′ + z)e3x = 2xe3x.

Detta kallas att man gjort en förskjutning, och vi ser att vi nu alltså kan dela bort e3x på båda sidor för
att få ekvationen z′′+2z′+z = 2x. Om vi nu hittar en partikulärlösning zp till denna, då blir yp = zpe

3x

en partikulärlösning till vår ekvation. Detta vet vi ju hur vi ska göra eftersom i ekvationen för z är HL
ett polynom, och vi ansätter zp = ax+ b vilket insatt i ekvationen ger z′′p +2z′p+ zp = 0+2a+(ax+ b) =
ax+ (2a+ b) = 2x. Dvs. a = 2 och b = −4 så att zp = 2x− 4, och vi får

yp = (2x− 4)e3x.

Notera ovan att vi enbart vill ha en partikulärlösning zp till ekvationen z′′ + 2z′ + 3z = 2x. Det ska
inte vara några obestämda konstanter i denna, för det som gäller är att yh = zhe

3x så det skulle innebär
att vi tar med homogenlösningarna en gång till, och får för många obestämda konstanter i vår allmänna
lösning.

Ovan hade vi dock inte någon resonans, utan vi tittar på ett par fall med detta också.

Exempel C.13. Lös y′′ − 4y′ + 4y = 2e2x.
Lösning: Vi börjar med att lösa den homogena ekvationen y′′h − 4y′h + 4yh = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = r2 − 4r + 4 = 0 har lösningarna

r = 2±
√
4− 4 = 2,

dvs. vi har en dubbelrot i 2 (dvs. p(r) = (r − 2)2), så

yh = (Ax+B)e2x.

Vi ser nu att HL är en homogenlösning, så vi kan inte använda den enkla ansatsen yp = ae2x, a
konstant, i detta fall, eftersom det insatt i VL då bara blir 0 oavsett vad konstanten a är. Vi gör därför
substitutionen y = ze2x, där z är en funktion av x, vilket ger y′ = (z′+2z)e2x och y′′ = (z′′+4z′+4z)e2x,
vilket insatt i ekvationen ger

y′′ − 4y′ + 4y = ((z′′ + 4z′ + 4z)− 4(z′ + 2z) + 4(z))e2x = z′′e2x = 2e2x,

och vi kan nu dela bort e2x och får
z′′ = 2.

Denna kan vi integrera upp och ser att en partikulärlösning är zp = x2. Alltså får vi att yp = zpe
2x =

x2e2x är en partikulärlösning. Så den allmänna lösningen är

y = yh + yp = (Ax+B)e2x + x2e2x.

Vi påpekar återigen att vi alltså bara vill ha en partikulärlösning till z′′ = 2 här. Om vi hade tagit den
allmänna lösningen z = x2 + ax+ b, då hade vi fått

y = yh + yp = (Ax+B)e2x + (x2 + ax+ b)e2x = ((A+ a)x+ (B + b))e2x + x2e2x,

Dvs. det blir samma lösningar, men vi har för många obestämda konstanter i vårt svar. Detta vållar
problem om vi får säg två oberoende bivillkor, eftersom vi då bara får två ekvationer som ska bestämma
lösningen entydigt, men vi har fyra obestämda konstanter.

26



Det stökigaste fallet att hantera är när man har resonans i fallet med komplexa rötter. Detta hanterar
vi normalt genom att övergå till en komplex hjälpekvation som i exemplet nedan.

Exempel C.14. Lös y′′ + y = sinx.
Lösning: Eftersom p(r) = r2+1 = 0 har lösningarna r = ±i har vi att den allmänna homogenlösningen
är

yh = A cosx+B sinx.

Vi kan alltså inte använda den enkla ansatsen yp = a cosx + b sinx eftersom detta är precis våra ho-
mogenlösningar. Vi noterar nu att sinx = Im(eix), så om vi hittar en (komplex) partikulärlösning wp

till
w′′ + w = eix

och sätter yp = Im(wp), då får vi en partikulärlösning till vår ekvation. För att göra detta gör vi nu först
en förskjutning w = zeix vilket ger w′ = (z′ + iz)eix och w′′ = (z′′ + 2iz′ − z)eix så att

w′′ + w = ((z′′ + 2iz′ − z) + z)eix = (z′′ + 2iz′)eix = eix,

dvs. vi får
z′′ + 2iz′ = 1.

I detta fall ser vi att en partikulärlösning ges av z′p = 1/(2i), dvs. zp = x/(2i) = −ix/2 löser problemet,
så vi får med detta zp att

wp = zpe
ix = − ix

2
eix = − ix

2
(cosx+ i sinx) =

x

2
sinx− i

x

2
cosx.

Alltså är
yp = Im(wp) = −x

2
cosx

en partikulärlösning, och vi har då den allmänna lösningen

y = yh + yp = A cosx+B sinx− x

2
cosx.

C.3 Föreläsning 8: Högre ordnings linjära DE med konstanta koefficienter.
Dessa är ekvationer på formen

y(n) + an−1y
(n−1) + an−2y

(n−2) + . . .+ a1y
′ + a0y = g(x).

Högre ordnings linjära differentialekvationer med konstanta koefficienter behandlas väldigt analogt med
andra ordningens. Om vi inför

L(y) = y(n) + an−1y
(n−1) + an−2y

(n−2) + . . .+ a1y
′ + a0y

så beror detta linjärt på y, och därför är den allmänna lösningen på formen

y = yh + yp

precis som tidigare.
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C.3.1 Allmänna homogenlösningar

Polynomet
p(r) = rn + an−1r

n−1 + . . .+ a1r + a0

kallas sekularpolynomet, och den allmänna lösningen till den homogena ekvationen (dvs. då g(x) = 0) kan
skrivas explicit om vi bara lyckas hitta nollställena till detta polynom (vilket dock förstås rent praktiskt
kan bli betydligt krångligare, om ens möjligt, när vi har ett polynom av högre grad):

Sats C.15
Om p(r) = rn + an−1r

n−1 + . . .+ a1r + a0 = (r − r1)
m1(r − r2)

m2 · . . . · (r − rk)
mk , där ri ̸= rj om

i ̸= j, så gäller att den allmänna lösningen till den homogena ekvationen

y(n) + an−1y
(n−1) + an−2y

(n−2) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0

ges av
y(x) = P1(x)e

r1x + P2(x)e
r2x + . . .+ Pk(x)e

rkx,

där Pj :a är polynom av högst grad (mj − 1).

• Om n = 1, då är HL i ekvationen y′ + a0y, så att r1 = −a0 är en enkelrot, och polynomet P1(x)
ska vara av grad 0, dvs. P1(x) = C för en konstant C, så att yh = Ce−a0x, vilket är precis vad vi
fått fram tidigare.

• Om n = 2 har vi två fall att beakta, antingen två enkelrötter r1, r2 eller en dubbelrot r1. I det första
fallet ska polynomen i satsen ovan vara av grad 0, dvs. de är konstanter P1(x) = A och P2(x) = B,
vilket ger oss homogenlösningarna Aer1x + Ber2x. Om vi har en dubbelrot ska polynomet P1(x)
ha grad högst 1, dvs. det är på formen Ax + B vilket ger homogenlösningarna (Ax + B)er1x. Så
återigen säger satsen samma sak som det vi kommit fram till tidigare i detta fall.

• Notera att varje polynom Pj(x) ovan är på formen

Pj(x) = Cj
0 + Cj

1x+ . . .+ Cj
mj−1x

mj−1

(i Cj
l betecknar j att konstanterna är kopplade till Pj och l kopplar till ordningen xl på termen i Pj).

Dvs. det finns mj obestämda konstanter inbyggda i varje Pj , och totalt då alltså m1+m2+. . .+mk =
n obestämda konstanter i hela lösningen.

• Om rj = c+ id där d ̸= 0 för något j, då finns, eftersom p(r) har reella koefficienter, l sådant att
rl = c− id och mj = ml. I dessa fall skriver vi homogenlösningen på reell form, och noterar att

Pj(x)e
rjx + Pl(x)e

rlx = Q(x)ecx cos(dx) +R(x)ecx sin(dx)

för polynom Q,R av grad högst mj − 1 = ml − 1.

Vi kommer inte gå igenom beviset av denna sats här, men det bygger på samma principer som
motsvarande bevis för andragradsekvationer. T ex antag att vi har en ekvation av grad 3 och antag
att vi har en trippelrot i r = 2, säg p(r) = (r − 2)3. Om man då sätter y = ze2x och direkt räknar
ut vad man får kommer detta leda till ekvationen z′′′e2x = 0, som är ekvivalent med z′′′ = 0. Denna
har den allmänna lösningen z = A + Bx + Cx2, så att y = (A + Bx + Cx2)e2x = P1(x)e

2x där P1

har grad (högst) 2.

Det kan vara värt att nu se specifikt på vad satsen säger i fallet n = 3. Det finns då tre möjligheter:
tre enkelrötter, en enkel- och en dubbelrot eller en trippelrot. Det första fallet har vidare två olika fall
där vi antingen har tre reella rötter, eller en reell och två komplexa rötter. Vi illustrerar de olika fallen i
följande exempel:
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Exempel C.16. Ekvationen y′′′ − y′′ − 4y′ + 4y = 0 har sekularpolynom p(r) = r3 − r2 − 4r + 4. Vi
kan testa och ser att p(1) = 0, så att (r − 1) är en faktor, och om vi bryter ut denna får vi p(r) =
(r − 1)(r2 − 4) = (r − 1)(r − 2)(r + 2). Alltså har denna ekvation (som är homogen) den allmänna
lösningen

y = Aex +Be2x + Ce−2x.

Notera här att rötterna r1 = 1, r2 = 2, r3 = −2 alla är enkelrötter, och satsen säger att y = P1(x)e
x +

P2(x)e
2x + P3(x)e

−2x där varje Pj ska ha grad 0, dvs. de är konstanter P1 = A, P2 = B, P3 = C.

Exempel C.17. Ekvationen y′′′ + y′′ − 7y′ − 15y = 0 har sekularpolynom p(r) = r3 + r2 − 7r − 15.
Vi kan testa och ser att p(3) = 0, så att (r − 3) är en faktor, och om vi bryter ut denna får vi p(r) =
(r − 3)(r2 + 4r + 5) = (r − 3)(r + 2 + i)(r + 2 − i). Alltså har denna ekvation (som är homogen) den
allmänna lösningen

y = Ae3x +Be−2x cos(x) + Ce−2x sin(x).

Notera här att rötterna r1 = 3, r2 = −2 − i, r3 = −2 + i alla är enkelrötter, och satsen säger att
y = P1(x)e

3x + P2(x)e
(−2−i)x + P3(x)e

(−2+i)x där varje Pj ska ha grad 0, dvs. de är konstanter. Men
sedan byter vi till reell form i enlighet med kommentaren ovan (där vi i detta fall har c = −2 och d = 1).

Exempel C.18. Ekvationen y′′′−y′′−y′+y = 0 har sekularpolynom p(r) = r3−r2−r+1. Vi kan testa
och ser att p(1) = 0, så att (r− 1) är en faktor, och om vi bryter ut denna får vi p(r) = (r− 1)(r2− 1) =
(r − 1)2(r + 1). Alltså har denna ekvation (som är homogen) den allmänna lösningen

y = (Ax+B)ex + Ce−x.

Notera här att roten r1 = 1 är en dubbelrot och r2 = −1 en enkelrot, så satsen säger att y = P1(x)e
x +

P2(x)e
−x där P1 har grad (högst) 1 och P2 grad 0.

Exempel C.19. Ekvationen y′′′−3y′′+3y′−y = 0 har sekularpolynom p(r) = r3−3r2+3r−1 = (r−1)3.
Alltså har denna ekvation (som är homogen) den allmänna lösningen

y = (Ax2 +Bx+ C)ex.

Notera här att roten r1 = 1 är en trippelrot, och satsen säger att y = P1(x)e
x där P1 ska ha grad (högst)

2.

Exempel C.20. Lös differentialekvationen y(4) − 2y′′′ + 5y′′ = 0.
Lösning: Ekvationen är homogen, så vi behöver bara hitta rötterna till den karakteristiska ekvationen:

P (r) = r4 − 2r3 + 5r2 = r2(r2 − 2r + 5) = r2((r − 1)2 + 4) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ r = 0 (dubbel), 1± 2i.

Därmed är den sökta lösningen (eftersom e0x = 1 så att (C0 + C1x)e
0x = C0 + C1x)

y = C0 + C1x+ ex(C2 cos 2x+ C3 sin 2x).

C.3.2 Partikuläransatser

Om vi fått en linjär differentialekvation med konstanta koefficienter:

L(y) = y(n) + cn−1y
(n−1) + . . .+ c1y

′ + c0y = g(x)

har vi ett mekaniskt sätt att hitta homogenlösningarna yh enligt ovan (om vi lyckas hitta nollställena
till sekularpolynomet vill säga). Precis som för problemet att hitta en primitiv funktion till en given
funktion så är det långt ifrån alla funktioner g(x) ovan sådana att det finns en partikulärlösning som kan
skrivas “som en ändlig kombination” av elementära funktioner. Vi kommer bara se på vissa olika typer
av högerled och vilka ansatser som då är lämpliga. Idén är alltid att reducera problemet till att lösa ett
linjärt ekvationssystem. Och ett allmänt tips är att inte vara rädda för att testa en ansats. Om man gör
fel ansats leder det bara till att man antingen inte får ett linjärt ekvationssystem eller ett som saknar
lösningar.
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Vi summerar här de metoder som ingår i denna kurs, men i praktiken är det nog för de flesta bättre
att lära sig dessa i samband med explicita exempel, så detta ska mest ses som en sammanfattning.

• g(x) polynom av grad m: Om k är det minsta talet sådant att ck ̸= 0 (om ck = 0 för alla
k = 1, . . . , n− 1 sätter vi k = n) då ansätter vi

yp = amxm+k + am−1x
m+k−1 + . . .+ a0x

k.

• g(x) = q(x)ekx: Substituera y = z(x)ekx och bryt ut ekx för att sedan dela bägge sidor med detta,
och på så vis bli av med ekx−termen. Detta ger en ny ekvation för z som vi förhoppningsvis kan
hitta en partikulärlösning zp till. Då blir yp = zpe

kx.

• Om g(x) = A cos(kx) (alternativt g(x) = A sin(kx)) fungerar det oftast med ansatsen yp =
a cos(kx) + b sin(kx). Notera dock att det kan hända att cos(kx) är en homogenlösning och då
fungerar detta ej.

• Resonans: De fall som är stökigast att hantera är fallet då g(x) på något sätt innehåller en
homogenlösning till ekvationen. Om g(x) = q(x)ekx som ovan (där k eventuellt är komplext) då
kan vi fortfarande substituera y = z(x)ekx vilket leder till en ny ekvation för z som tidigare. Detta
fungerar bra även om ekx råkar vara en homogenlösning. Men vi kan även råka ut för detta om vi har
t ex. g(x) = q(x) cos(kx) (alternativt q(x) sin(kx)). Vi kan dock skriva om detta till komplex form:
cos(kx) = Reeikx (sin(kx) = Imeikx). Om vi istället hittar en partikulärlösning wp till ekvationen

L(w) = q(x)eikx,

då får vi en partikulärlösning via yp = Rewp (yp = Imwp). Notera att detta dock bygger på att
koefficienterna i ekvationen är reella.

• Linjäritet: Om vi har ekvationen L(y) = g1(x) + g2(x) + . . .+ gk(x), då kan vi hitta en partiku-
lärlösning L(yi) = gi(x) för varje i och sedan sätta yp = y1 + y2 + . . .+ yn.

Exempel C.21. Bestäm samtliga lösningar till differentialekvationen

y′′′ − 3y′ + 2y = 2 + ex.

Lösning: Vi börjar med homogenlösningarna och ser att sekularpolynomet p(r) = r3− 3r+2 har en rot
i r = 1, så vi kan faktorisera p(r) = (r − 1)(r2 + r − 2) = (r − 1)2(r + 2), så homogenlösningarna är

yh = (Ax+B)ex + Ce−2x.

Eftersom L(y) = y′′′ − 3y′ + 2y är linjär kan vi hitta partikulärlösningar y1, y2 till L(y1) = 2 och
L(y2) = ex, och då blir yp = y1 + y2 en partikulärlösning till L(yp) = 2 + ex. Vi kan direkt se att
L(1) = 2, så y1 = 1 fungerar. När det gäller y2 noterar vi att HL är en homogenlösning, så vi har
resonans. Vi gör nu därför substitutionen y2 = zex, vilket efter en direkt uträkning ger

L(zex) = (z′′′ + 3z′′)ex = ex,

så vi får ekvationen z′′′ + 3z′′ = 1. En partikulärlösning får vi om z′′p = 1/3, vilket vi kan integrera upp
och får då (t ex) zp = x2/6, så att y2 = zpe

x = x2ex/6. Så den allmänna lösningen är nu

y = yh + y1 + y2 = (Ax+B)ex + Ce−2x + 1 +
x2

6
ex.
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Exempel C.22. Bestäm alla lösningar till differentialekvationen

y′′′ + y′′ + 4y′ + 4y = x e−x + cosx.

Lösning: L(y) = y′′′ + y′′ + 4y′ + 4y har det karakteristiska polynomet

p(r) = r3 + r2 + 4r + 4 = (r2 + 4)(r + 1) = (r + 2i)(r − 2i)(r + 1),

vilket vi ser genom att gissa roten r = −1 följt av polynomdivision. Således ges lösningarna till den
homogena ekvationen av

yh = C1e
−x + C2 cos 2x+ C3 sin 2x.

Vi söker en partikulärlösning så att
L(y1) = xe−x.

Vi ansätter y1 = ze−x. Genom direkt derivering finner vi att

y′1 = (z′ − z)e−x, y′′1 = (z′′ − 2z′ + z)e−x y′′′1 = (z
′′′
− 3z′′ + 3z′ − z)e−x.

Insatt i ekvationen ger detta

L(zex) = (z′′′ − 3z′′ + 3z′ − z)e−x + (z′′ − 2z′ + z)e−x + 4(z′ − z)e−x + 4ze−x

= (z′′′ − 2z′′ + 5z′)e−x,

så
z′′′ − 2z′′ + 5z′ = x.

Vi söker en partikulärlösning till denna ekvation och ansätter zp = Ax2+Bx, vilket leder till att 10A = 1

och −4A+ 5B = 0, så A =
1

10
och B =

2

25
. Därmed är zp =

x2

10
+

2x

25
och y1 =

(
x2

10
+

2x

25

)
e−x.

För att hitta en partikulärlösning till ekvationen L(y2) = cosx kan vi göra ansatsen y2 = C cosx +
D sinx, så

y′2 = −C sinx+D cosx, y′′2 = −C cosx−D sinx, y′′′2 = C sinx−D cosx.

Insatt i ekvationen ger detta

C sinx−D cosx− C cosx−D sinx− 4C sinx+ 4D cosx+ 4C cosx+ 4D sinx = cosx

⇔ C −D − 4C + 4D = 0 och −D − C + 4D + 4C = 1.

Alltså måste C = D och 3C + 3D = 1, så C = D =
1

6
.

Vi har därmed funnit den allmänna lösningen

y = yh + y1 + y2 = C1e
−x + C2 cos 2x+ C3 sin 2x+

(
x2

10
+

2x

25

)
e−x +

1

6
(cosx+ sinx) .
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D Tillämpningar av integralkalkyl

D.1 Föreläsning 10: Kurvlängd, plan area och volym.
D.1.1 Parameterkurvor

Om r : [a, b] → R2, r(t) = (x(t), y(t)) där x(t), y(t) är kontinuerligt deriverbara så låter vi r′(t) =
(x′(t), y′(t)). Vi noterar att för små h gäller

|r(t+ h)− r(t)| ≈ |r′(t)| · |h|.

Vi inför därför kurvelementet (bågelemenetet)

ds = |r′(t)| dt =
√

x′(t)2 + y′(t)2 dt

och definierar längden till parameterkurvan som

s =

∫ b

a

ds =

∫ b

a

|r′(t)|dt =
∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

Speciellt om r(t) = (t, f(t)) (dvs. funktionsgraf), då gäller

s =

∫ b

a

√
1 + f ′(t)2dt.

y

x
x(a) x(b)x(t) x(t+ h)

y(a)

y(b)

y(t)

y(t+ h)
≈ ∆s

∆s
∆x = x(t+ h)− x(t)

∆y = y(t+ h)− y(t)

∆s ≈
√
(∆x)2 + (∆y)2 =

√(
∆x
h

)2
+
(

∆y
h

)2
h ≈

/Om h är litet/ ≈
√
(x′(t))2 + (y′(t))2h

Det är värt att notera att ofta i tillämpningar betecknar t tiden och r(t) en partikels läge vid tiden t,
och då är r′(t) helt enkelt partikelns hastighetsvektor, medan |r′(t)| är storleken på hastigheten (dvs. hur
fort vi rör oss i den riktning som hastighetsvektorn pekar åt). Notera också att det inte är uteslutet att
kurvan skär sig själv, eller att man “går” fram och tillbaks längs en kurva, så längden av parameterkurvan
ovan ska alltså tolkas som den tillryggalagda sträckan. Om man däremot i en uppgift får en geometrisk
kurva som man vill bestämma längden på måste man se till att man parametriserar den så att man bara
är i varje punkt en gång (förutom eventuellt i punkter där kurvan “skär” sig själv).
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Exempel D.1. Beräkna längden av parameterkurvan som ges av

x(t) = t2, y(t) = t3/3, 0 ≤ t ≤ 1.

Lösning: Eftersom x′(t) = 2t och y′(t) = t2 ges kurvlängden av∫ 1

0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

∫ 1

0

√
4t2 + t4 dt

= /OBS! t ≥ 0/ =

∫ 1

0

√
4 + t2 · tdt

=

/ s = t2,
ds = 2tdt,
02 = 0, 12 = 1

/
=

1

2

∫ 1

0

√
4 + s ds =

1

2

[
2

3
(4 + s)3/2

]1
0

=
5
√
5− 8

3
.

Svar:
5
√
5− 8

3
.

Observera att nästan alla integraler som rör kurvlängd, och detsamma kan sägas om rotationsa-
reor nedan, blir stökiga att hantera då det är ett rotuttryck i integranden. (Ofta finns det inte ens en
primitiv som går att skriva på så kallad sluten form, dvs. som en ändlig kombination av elementära
funktioner. Kurvlängden existerar ju dock i alla fall, och det går utifrån en uppställd integral att
uppskatta denna numeriskt.)

D.1.2 Area av plana områden

Om D ⊂ R2 är på formen D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)}, då gäller att dess area A(D) ges av

A(D) =

∫ b

a

(g(x)− f(x))dx.

Dvs. arean ges av att integrera tvärsnittslängden:

x

y

D

y = f(x)

y = g(x)

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)}

A(D) =
∫ b

a
(g(x)− f(x))dx =

∫ b

a
l(x)dx

a b

l(x)

x

Ibland inför vi även areaelementet
dA = l(x)dx.
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D.1.3 Volym via integration av tvärsnittsareor

Om K ⊂ R3 uppfyller att för varje punkt (x, y, z) ∈ K gäller a ≤ x ≤ b, samt att tvärsnittsarean längs
x-axeln ges av funktionen A(x) (dvs. den plana mängden {(y, z) : (x, y, z) ∈ K} har area A(x) för varje
x), då införs volymselementet dV = A(x)dx och volymen V (K) till K ges av

V (K) =

∫ b

a

dV =

∫ b

a

A(x)dx.

x
xa b

Tvärsnittsarea A(x)

D.1.4 Rotationsvolym

Rotationskroppar uppkommer då vi roterar ett område D, typiskt givet på formen

(∗) D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)},

runt en given axel, där D antas ligga helt på en sida om denna axel.

x

y

D

y = f(x)

y = g(x)

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)}

a b

I den här kursen fokuserar vi på axlar som antingen är parallella med x-axeln (dvs. på formen y = c)
eller parallella med y-axeln (dvs. på formen x = c). Metoden är att ta fram formler, med stöd av en
motiverande figur där alla relevanta storheter framgår, för ett volymselement dV = dV (x), och sedan
blir volymen då ∫ b

a

dV (x),

där [a, b] är gränserna för x.
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Rotation kring y = c, skivformeln: Denna bygger på följande sätt att ta fram dV . När det lilla
area-elementet med tjocklek dx och kortaste respektive längsta avstånd r och R till rotationsaxeln enligt
nedanstående figur roteras uppstår en cylinder med tjocklek dx och tvärsnitt som är en cirkelring enligt
figuren.

Givet att D är på formen (∗) ovan, om c ≤ f(x) (dvs. rotationsaxeln ligger under D) då blir r = f(x)− c
och R = g(x) − c. Om vi istället har g(x) ≤ c (dvs. rotationsaxeln ligger över D) blir det r = c − g(x)
och R = c− f(x).
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Exempel D.2. Beräkna volymen av den kropp som uppstår då området 0 ≤ x ≤ 2, −x2 ≤ y ≤ x2

roteras ett varv runt y = 4.
Lösning:

x

y

y = 4

y = x2

y = −x2

2

x

4− x2

4 + x2

När den blå stolpen i figuren mellan kurvorna y = −x2 och y = x2 roteras ett varv runt y = 4
uppstår en ihålig cirkelskiva med inre radie 4 − x2 och yttre radie 4 + x2. Denna har således area
π ·(4+x2)2−π ·(4−x2)2 = 16πx2. Volymen av rotationskroppen ges av att integrera denna tvärsnittsarea
från 0 till 2: ∫ 2

0

16πx2 dx = π

[
16x3

3

]2
0

=
128π

3
.

Svar: 128π
3 .
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Rotation kring x = c, cylinderformeln (rörformeln): Denna bygger på följande sätt att ta fram
dV . När det lilla area-elementet med höjd h och tjocklek dx roteras uppstår en cylinder, som när den
klipps upp (approximativt då dx är litet) leder till ett rätblock med tjocklek dx och tvärsnittsarea enligt
nedanstående figur:

Här kommer höjden h, givet att D är på formen (∗) ovan, ges av h = g(x)− f(x), medan radien blir
x− c om c ≤ a (dvs. om D ligger till höger om rotationsaxeln) eller c−x om c ≥ b (dvs. om D ligger till
vänster om rotationsaxeln).

OBS!

• Försök inte memorera formler utantill, utan lär er hur de tas fram med hjälp av ovanstående
principer för skiv- respektive cylinderformeln.

• För att få full poäng på en uppgift om rotationsvolym krävs en principskiss som motiverar
formeln som används.

• Notera att inga längder såsom radier och höjder i denna typ av problem någonsin ska vara
negativa.
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Exempel D.3. Beräkna volymen av den kropp som uppstår då området 0 ≤ x ≤ 2, −x2 ≤ y ≤ x2

roteras ett varv runt x = −1.
Lösning:

x

y

x = −1

y = x2

y = −x2

2

x

2x2

2π(x+ 1)

När den blå stolpen vid x roteras kring x = −1 uppstår en cylinder med omkrets 2π(x+ 1) (avståndet
mellan x och linjen är x+ 1) och höjd x2 − (−x2) = 2x2, som har area 2π · 2x2 · (x+ 1) = 4π(x3 + x2).
Volymen av rotationskroppen ges av att integrera denna tvärsnittsarea från 0 till 2:∫ 2

0

4π(x3 + x2) dx = 4π

[
x4

4
+

x3

3

]2
0

=
80π

3
.

Svar: 80π
3 .
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D.1.5 Polära koordinater

Kom ihåg att en punkt i planet kan skrivas på formen

(x, y) = (r cosφ, r sinφ)

där r är längden r = |(x, y)| =
√
x2 + y2 och φ vinkeln mellan “vektorn” och positiva x−axeln.

Area för områden på polär form: Arean till området D = {(x, y) : α ≤ φ ≤ β, 0 ≤ r ≤ h(φ)}
ges av ∫ β

α

1

2
h(φ)2dφ.

Detta bygger på att vi har

dA =
1

2
h(φ)2dφ,

vilket följer av att för ett litet dφ är h nästan konstant på intervallet [φ,φ+dφ] så att den del av området
D där vinkeln ligger mellan dessa gränser approximativt är en cirkelsektor med vinkel dφ och radie h(φ),
som har arean dA:

Exempel D.4. Beräkna arean av området som i polära koordinater ges av olikheterna

0 ≤ r ≤ cosφ, 0 ≤ φ ≤ π/4.

Lösning: Enligt ovanstående formel får vi med h(φ) = cosφ att arean ges av∫ π/4

0

1

2
cos2 φdφ =

∫ π/4

0

cos(2φ) + 1

4
dφ =

[
sin(2φ) + 2φ

8

]π/4
0

=
2 + π

8
.
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Längd hos parameterkurvor på polär form: Längden till kurvan r = h(φ), α ≤ φ ≤ β ges av∫ β

α

√
h(φ)2 + h′(φ)2dφ.

Detta följer av en direkt uträkning. Per definition är parameterkurvan given av x = h(φ) cosφ,
y = h(φ) sinφ så att vi får

ds =
√
x′(φ)2 + y′(φ)2dφ =

√
(h′(φ) cosφ− h(φ) sinφ)2 + (h′(φ) sinφ+ h(φ) cosφ)2dφ

= / expandera och använd trig-ettan. . . / =
√
h(φ)2 + h′(φ)2dφ.

Exempel D.5. Kurvan Γ ges i polära koordinater av

r(φ) = cosφ, 0 ≤ φ ≤ π/4.

Beräkna längden av Γ.
Lösning: Enligt ovanstående har vi med h(φ) = cos(φ)

ds =
√
h(φ)2 + h′(φ)2dφ =

√
(cosφ)2 + (− sinφ)2dφ = dφ.

Så längden ges av ∫ π/4

0

dφ = π/4.
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D.2 Föreläsning 11: Rotationsarea, tyngdpunkter och Guldins regler
D.2.1 Area hos rotationsytor

En rotationsarea uppstår då en kurva roterar kring en axel, där kurvan antas ligga på en sida om denna.
I denna kurs fokuserar vi på grafer, dvs. kurvor på formen y = f(x), a ≤ x ≤ b.

Precis som för rotationsvolymer ser vi enbart på axelparallella rotationsaxlar, dvs. antingen x = c
eller y = c. I båda fallen handlar det om att ta fram en formel för ett area-element dA = dA(x) som
uppstår då ett litet ds-element av kurvan roterar runt axeln i fråga, och totala arean ges då av∫ b

a

dA(x).

(Notera också att ds(x) =
√

1 + f ′(x)2dx enligt vår formel för kurvlängd av grafer.)
Här blir skillnaden mellan rotation kring x = c respektive y = c bara hur vi tar fram själva radien

nedan, så vi nöjer oss med att illustrera situationen med rotation kring en axel parallell med x-axeln:

Notera att om vi har axeln y = c så blir radien r = f(x) − c om grafen ligger ovanför y = c, och
r = c− f(x) om den ligger under.

Om vi istället hade haft en axel x = c får vi r = x − c om grafen ligger till höger om x = c och
r = c− x om den ligger till vänster om x = c.

OBS!

• Försök inte memorera några formler utantill, utan lär er hur de tas fram med hjälp av ovanstå-
ende.

• För att få full poäng på en sådan uppgift krävs en principskiss som motiverar formeln som
används.

• Notera att inga längder såsom radien ovan någonsin ska vara negativa.
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Exempel D.6. Beräkna arean av den yta som uppstår då kurvan

y = 5 + x, −1 ≤ x ≤ 1

roteras ett varv kring linjen y = 3.
Lösning:

1x

2

4

x

y

ds

y = 5 + x

y = 3

2 + x

Bågelementet ds ges av
ds =

√
1 + y′(x)2 dx =

√
1 + (1)2 dx =

√
2 dx.

Avståndet från bågelementet ds(x) till rotationsaxeln y = 3 ges av 2 + x, så rotationsarean blir

2π

∫ 1

−1

(2 + x) ds(x) = 2π

∫ 1

−1

(2 + x)
√
2 dx

= . . . = 8
√
2π.
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Exempel D.7. Beräkna arean av den yta som uppstår då kurvan

y = 5 + x2, −1 ≤ x ≤ 1

roteras ett varv kring linjen x = 2.
Lösning:

1x

2

4

x

y

ds

y = 5 + x2

x = 2

2− x

Bågelementet ds ges av

ds =
√
1 + y′(x)2 dx =

√
1 + (2x)2 dx =

√
1 + 4x2 dx.

Avståndet från bågelementet ds(x) till rotationsaxeln x = 2 ges av 2− x, så rotationsarean blir

2π

∫ 1

−1

(2− x) ds(x) = 2π

∫ 1

−1

(2− x)
√
1 + 4x2 dx

= . . . = −2π ·
[
1

12
(4x2 − 12x+ 1)

√
1 + 4x2 +

1

2
ln(
√
1 + 4x2 − 2x)

]1
−1

= 2π
(
2
√
5 + ln(2 +

√
5)
)
.
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D.2.2 Tyngdpunkter och Guldins regler

Vi lämnar den “djupare” diskussionen om detta till kursboken, och nöjer oss med att nämna fallet med
en plan kropp som har konstant densitet och är på formen

D = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, f(x) ≤ y ≤ g(x)},

då ges tyngdpunktens x−koordinat xt av:

xt =

∫ b

a
x(g(x)− f(x))dx∫ b

a
(g(x)− f(x))dx

.

Låt nu A(D) beteckna arean till D, dvs.

A(D) =

∫ b

a

(g(x)− f(x)) dx.

Antag nu att vi roterar D runt axeln x = c, där c < a. Då vet vi att volymen av den kropp som uppstår
ges av

2π

∫ b

a

(x− c)(g(x)− f(x)) dx = 2π

∫ b

a

x(g(x)− f(x)) dx︸ ︷︷ ︸
2πxt·A(D)

−2πc

∫ b

a

(g(x)− f(x)) dx︸ ︷︷ ︸
A(D)

= 2π(xt − c)A(D) = Tyngdpunktens väg vid rotationen ·A(D).

Detta förklarar i alla fall i detta specialfall följande resultat:

Sats D.8 (Guldins regel, area/volym)
Antag att det plana området D med area A(D) och tyngdpunkt rt ligger helt och hållet på en sida
om linjen L i R2. Då ges volymen av den kropp som uppkommer då D roteras ett varv runt L av:

A(D)· (längden på rt :s väg vid rotationen).

D

T.P. •

l

Rotationsvolym = 2πl ·A(D)

L

44



Man kan införa tyngdpunkter för kurvor med konstant längd-densitet också, och har då ett motsva-
rande resultat för detta fall:

Sats D.9 (Guldins regel, längd/area)
Antag att den plana kurvan Γ med längd L(Γ) och tyngdpunkt rt ligger helt och hållet på en sida om
linjen L i R2. Då ges arean av den yta som uppkommer då Γ roteras ett varv runt L av:

L(Γ)· (längden på rt :s väg vid rotationen).

Γ

T.P. •

l

Rotationsarea = 2πl · L(Γ)

L

Man kan använda dessa resultat genom att tillämpa dem på små areaelement av D eller kurvelement av
Γ för att få fram formler för rotationsvolymer eller rotationsareor, men främst är de användbara ifall det
är känt var tyngdpunkten till D respektive Γ ligger. T ex är det klart att om D är en cirkelskiva eller
Γ en cirkel, då ligger tyngdpunkten i dess centrum, och om D är en rektangel a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d då
hamnar tyngdpunkten i ((a+ b)/2, (c+ d)/2), dvs. mitt emellan hörnen.
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