TATBO08 Envariabelanalys 2 (Del A,C,D)
Tomas Sjodin

I detta héfte gar vi igenom teorin som ror de tre delarna A, C, D i kursen, samt ger en del exempel.
Varje kapitel motsvarar materialet som behandlas pa foreldsningarna 1,2,3,6,7,8,10 och 11. Foreldsning
4, 9 och 12 &r repetitionsforeldsningar kopplade till ovanstédende delar, varfor de inte finns med nedan.
Nér det géller foreldsning 5 och del B i kursen, som handlar om generaliserade integraler och numeriska
serier, behandlas detta i ett separat dokument. Del B examineras enbart med hjilp av en hemuppgift i
Mobius, medan detta dokument behandlar de delar som tenteras pa den skriftliga tentan.
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Forkunskaper och beteckningar

Framst beh6ver man kunna rikna med derivator och integraler (s om ord som kedjeregeln, produktre-
geln, primitiv funktion, partiell integration eller variabelbyten inte kdnns bekanta &r det ldge att repetera
envariabel 1). Nu ska vi bara “repetera” lite notation. Framst kommer vi jobba i R, men de sista kapitlen
vi ska tala om handlar mycket om méngder i R? och R3, s& dérfor ar jag hér lite allménnare dn vi varit
tidigare.

En méngd M &r en véldefinierad samling element (punkter), och vi kommer i den hir kursen i
princip bara vara intresserade av méngder vars element/punkter ligger i R for nagot n (dvs. att M &r
en delméngd till R™). Om M;, My &r méngder si definierar vi:

My C Msy: “M; &r en delméngd till M5”, om varje punkt i M7 ocksa ligger i Mo,

o My N Ms: “My snitt Ms”, méngden av punkter som ligger i bade M7 och Mo,

My U Ms: “M; union M5”, mangden av punkter som ligger i minst ett av M eller Mo,

My \ Ma: “My minus My”, méngden av punkter som ligger i M7 men inte i Ms.

Vi skriver ocksa
y € M : ytillhor M, eller y ar en punkt i M.

(Observera att R™ sjilv ér en méngd). Kanske ritt sjalvklart, men tvd méngder sigs vara lika om
de innehéaller samma element. Den tomma méangden &r mangden som inte har nagra element alls, och

betecknas ). Ibland har man flera méngder My, Ms, ..., M}, och d& skriver vi ocksé:
k k
UMy=MuMu...UM, (\M;=MnMn.. . 0DM.
Jj=1 j=1

Ofta betecknas delméngder till R™ pa foljande sétt:
{z eR": P(x)} ={z: P(z)},

som star for méngden av de z i R™ som uppfyller villkoret P(x) (det senare skrivsittet anvinds da
“grundméingden” R™ #r underforstadd). t ex. {x € R? : |z| = 1} &r helt enkelt enhetscirkeln i planet, och
[a,b] = {z € R:a <z <b}. Om en méngd &r dndlig skriver man ofta ocksa

{xlaan .. 7xk}a

dér z; :a ar elementen i méangden.
Funktioner: En funktion f fran en mingd M till en méngd N &dr en regel som for varje x € M ger
exakt ett virde f(x) € N, vi skriver

f:M— N.

M kallas for definitionsméngden till f, och betecknas dven Dy. OBS! Om vi far ett funktionsuttryck
och Dy inte anges explicit dr det underforstatt att det &r den storsta méngden dér uttrycket dr me-
ningsfullt. Vi séiger ocksa att f &r av typ R” — R™ nér vi inte orkar ange Dy explicit. I néstan alla
fall kommer vi ta N = R™, for oftast spelar det ingen roll om vi gér denna méngd lite storre. Féljande
begrepp ar ocksa anvandbara ibland.

En funktion f: M — N som ovan sigs vara:

e injektiv om det or varje par a,b € M, a # b géller att f(a) # f(b).

e surjektiv om det {or varje y € N finns (minst) ett z € M med y = f(z).

e bijektiv om den ar bade injektiv och surjektiv.

Viardemingden V; till f &r méngden av alla punkter y € R™ sadana att det finns x € Dy med y = f(x).



A Taylor- och Maclaurinutvecklingar

A.1 Forelasning 1: Taylors sats

Nedan &r funktionen f(x) definierad i nigon omgivning till punkten a € R, och dessutom har den
kontinuerliga derivator upp till och med ordning n + 1. Taylor- och Maclaurinutvecklingar handlar om
att approximera en funktion f(x) med ett polynom p,(z) nira ndgon fix punkt a. Det man &r ute efter
ar att fa differensen f(x) — p,(z) att ga si fort som mojligt mot noll d& vi gar mot punkten a.

Anledningen till att man vill géra detta beror lite pé tillimpningen, men rent generellt handlar
det om att i ndgon mening "byta ut” funktionen f(z) mot ett polynom p,(z) som &r enklare att
jobba med, och ddr man kan visa att skillnaden mellan f(z) och detta polynom &r férsumbar {or
den tillimpning man ska ha det till. Att hantera felet i approximationen pa lampligt satt &r alltid
en central del av alla sadana tillimpningar.

Vi noterar att polynom har manga bra egenskaper som gor de enkla att jobba med. De &r
t ex enkla att derivera och integrera. Vidare &r de uppbyggda med hjéalp av ett adndligt antal
operationer med +, —, -, s att berdkna virdet for ett polynom (med rationella koefficienter i en
rationell punkt) &r bara ett dndligt antal operationer med de fyra riknesétten, t ex om p(z) =
x —x3/6 + 2°/120 ser vi att

p(1) =1-1%/6+1°/120 = (120 — 20 + 1) /120 = 101/120.

Jamfor detta med att forsoka bestdmma vérdet sin(1), som &r irrationellt, dir det enda vi egentligen
kan gora dr att forsoka approximera virdet pa nagot sitt. Och det visar sig att virdet p(1) ovan &r
en ganska bra approximation av sin1 (se exempel A.3 nedan).

Vi kommer dock i denna kurs frimst vara intresserade av att anvinda detta for att titta pa
andra tillimpningar &n att approximera funktionsvirden, sasom att berdkna vissa gransvarden och
problem om lokala extrempunkter.

Strategin ar att forsdka anpassa sd ménga derivator som mojligt i punkten a sa att dessa blir samma

mellan funktionen och polynomet i denna punkt:

r

Sats A.1 (Taylorpolynom)
Det finns ett unikt polynom p,(x) av grad hogst n sadant att

pa(a) = f(a), (@) = f'(a), .., p" (@) = £ (a).

Detta polynom kallas Taylorpolynomet av ordning n i punkten a till f, och ges av

f"(a) F™(a)

2! n!

Pa(@) = f(@) + f@)@—a) + o @ —a)?+...+

(l‘ - a)n’

dir k! = k(k —1)(k—2)-...-2-1.

Bevis: Vi noterar att p,(a) = f(a), pl,(z) = f'(a) + 27f”(“)( )+ +n A (a)( a)"‘1 sa ph(a) =
f'(a). Fortsitter vi pa samma sétt kommer vi slutligen fram till P ( )= f(”)( ) s& P ( ) = fM(a).

Det &r ocksa latt att se fran ovanstaende utrdkning att det enda polynomet av grad hogst n som kan

uppfylla att alla de n forsta derivatorna ar lika med motsvarande for f i @ maste ges av formeln ovan.

V.S.B.
e Speciellt enkel blir formeln d& a = 0, och det kallas da Maclaurin-polynom.

e Det allménna fallet kan reduceras till detta via variabelbytet x —a = h < x = a+ h. Dvs. vi tittar
pé funktionen g(h) = f(a + h) och utvecklar denna i h = 0.



e Notera att denna strategi att anpassa derivatorna ar rimlig just for att vi vill att polynomet ska
vara sa likt funktionen som mdojligt ndra = = a.

Y

/ F(2) = pa(x) + ra(2)

Funktionen

Tn(x) = f(.’L‘) _pn(x)

kallas n:e ordningens felterm /restterm, och mycket av teorin i denna del av kursen handlar om att hantera
resttermen, eftersom det forstas ar centralt att veta att felet i den uppskattning man gor ar tillrackligt
litet for den tillimpning man ska anvdnda denna till. Vi har for detta d&ndamal féljande sats

r

Sats A.2 (Taylor)

Antag att f har kontinuerliga derivator upp till och med ordning n + 1 pd intervallet [c,d] som
innehdller punkten a. I sd fall finns for varje x € [c,d] en punkt £(x) som ligger mellan a och x
sadan att

() (g (n+1) (¢ (
f ( )(x—a)"—i— f + (f( ))(x_a)n+1.

f@) = F@ + F@)-a) + T D@ —ap 4 L T D)

2!

e Resttermen skriven pa formen ovan, dvs.

U (E())

(n+ 1)! a)n+1

() (x — for ndgot £(x) mellan a och x,

kallas Lagranges restterm.

e Vi kommer i praktiken inte jobba sa mycket med denna form i den hér kursen, men noterar att i
problem som handlar om att géra numerisk approximation, som i nedanstdende exempel, &r denna
oumbarlig, och vi behéver den ocksa for att forklara varfor den typ av restterm vi ska jobba med
galler.

e Det kan ofta vara bra i praktiken att gora variabelbytet x = a + h, och d& far formeln utseendet:

f"(a) S ), ST (Ea+R),
o R+ ...+ - h" + TR Rt

fla+h) = f(a) + f'(a)h +



Exempel A.3. Om vi later f(z) = sinz och berdknar alla derivator och anvinder formeln for Maclau-
rinutveckling av ordning 6 till f(x):

PO o, OO 5 fO0) 6, FOE@)

51 . = Gl o 7 for nagot &(x) mellan 0 och z

f(@) = f0)+f(0)z+

sé far vi
B 25 cos(e())

g 31 g 1 —_— —_—
f(@) = sinz 6 120 5040

for nagot &(z) mellan 0 och z.

Med z =1 far vi nu

() —1_ Ly L cosé(@) 101 cos(§(z)) Lo
SO =sin) =1=G+ 155~ 50a0 ~ 120 soag 0r nasot &la) € (0.1

Alltsa far vi

|sin(1) — 101/120] = ‘—Cos(g(x))‘ <!

5040 | — 5040’
eftersom |cos(¢(z))| < 1 for alla &(x).
For att fortydliga betyder detta alltsa att
101 1 101

S <sin(1) < — 4 ——
120 ~ 5040 = W = 155 50a0°
s& att 101/120 approximerar sin(1) med ett fel som &r hogst 1/5040.

Exempel A.4. Lat f(x) = v/1 + 3x. Bestiim ett rationellt tal p/q (diir p, q 4r heltal) sidant att
p

-1/10) — = | < —.

110 -2 < 5

Losning: Vi chansar pa att vi kan 16sa problemet genom att Maclaurinutveckla till ordning 2, och
anvénder da alltsa formeln:

fl/ 0 f/// é— T
O 1)

23 for nagot &(x) mellan 0 och .

f(z) = f(0) + f'(0)x
Vi berdknar darfor de relevanta derivatorna:
F0) =15 f'(z) = (1432) 72, £/(0) = 1; f"(x) = —2(1+32) ">/, f"(0) = =2; f"(x) = 10(1 4 3z) /.

Insatt i formeln far vi nu

5 3
flx)=1+z—2®+ 3 x for nagot £(z) mellan 0 och z.

(1+ 3¢(x))%/3
Med « = —1/10 insatt i formeln ovan far vi

5(—1/10)3
3(1+ 36)8/3

for nagot £ = £(—1/10), —1/10 < £ < 0.

f(=1/10) =1 —1/10 — (1/10)® +
_8 . 5
© 100 3000(1 + 3¢)8/3
Alltsa géller

89

F-1/10) = g5 = E

~3000(1 + 3¢)8/3

5
~3000(1 + 3£)8/3

00|

_ 5 5 (10\*® _ 5 109/3_5_5<1
= 3000(1 — 3/10)8/3 3000 \ 7 = 3000 \ 7 -~ 3.73 1029 100’

dir vi anvinde att (1 + 3¢)8/3 blir som minst da € = —1/10 pa intervallet [—1/10,0]. Sa t ex #r p/q =
89/100 en tillrickligt bra approximation for att garantera att felet &r mindre &n den angivna grénsen.



OBS! Punkten £(z) beror alltsd pa punkten 2. Om n = 0 dr satsen bara ett annat sitt att skriva me-
delvérdessatsen for derivator, och ett sdtt att bevisa ovanstaende &r genom att iterera medelvirdessatsen
pa ett smart satt:

Bevis av Taylors sats:
Genom en translation kan vi utan foérlust anta att « = 0. Vi infor nu en hjalpfunktion (dér x nu &r en
fixerad punkt):

9(t) = F(t) — pu(t) — 1D Pul) i

xntl
Notera att
9(0)=g'(0)=... = g™ (0) = 0.
Speciellt giller
9(0) = g(z) =0,

sé enligt medelviirdessatsen finns det nu en punkt ¢; mellan 0 och x sddan att ¢’(t1) = 0. Alltsé géller
g'(0) =g (t1) =0,
och om vi aterigen tillimpar medelvirdessatsen (pa ¢') s& finns en punkt t; mellan 0 och ¢; sddan att

9" (tz) = 0. Om vi fortsitter pa detta siatt far vi tillslut en punkt £ := ¢,,1 mellan 0 och = sddan att
g™t (&) = 0. Men vi noterar ocksa att vi har

g0 = £O -t - LDy,
g0 = 10— pite) - LD oy gy,
gy = ey - LT gy
dér vi har anvént att p;"“)(t) = 0 da p, har grad hogst n. Alltsa far vi (eftersom g+ (&) = 0)
g gy = LD BalD) (x)x2+li”($) (n+ 1)),

eller med andra ord

_ f(n+1) (5) n+1
V.S.B.
Som vi papekade ovan beror {(x) pa z, men vi noterar ocksé att eftersom vi antagit att f &r konti-

nuerligt deriverbar n 4+ 1 ganger pa det givna intervallet blir hur som helst funktionen

_ fOI(E()
R e

begriansad pé intervallet [c,d], s& speciellt far vi f6ljande nagot svagare formulering av Taylors sats,
dar vi paminner om att en omgivning till en punkt a ar en méngd som innehéaller ett 6ppet intervall
la — e,a + €[ {6r ndgot € > 0, och att b(z) 4r begrédnsad i en omgivning till a betyder att det finns en
konstant C' saddan att |b(x)| < C for alla 2 i ndgon omgivning till a:

( )

Sats A.5 (Taylor)
Om funktionen f har kontinuerliga derivator upp till och med ordning n + 1 i ndgon omgivning till
a, da gdller

f"(a)

(") (g
51 f"(a) (x —a)"™ + b(zx)(xz — a)" !

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (x—a)®+...+ =

ddr b(x) dar begransad i nagon omgivning till a.




Exempel A.6. Lat precis som i exempel A.4 ovan f(z) = v/1 + 3z. Dér beriknade vi
F0) = 1; f'(2) = (1+32) 723 £(0) = 1; f"(w) = —2(1 + 32) >3, £7(0) = ~2.

Det #r klart att funktionen har kontinuerliga derivator upp till och med ordning 3 (den har det av
godtycklig ordning) nira x = 0, sd enligt ovanstaende sats géller alltsi att

flx) =14z — 2%+ b(x)z?,

dér b(z) dr begridnsad i ndgon omgivning till origo.
Notera en skillnad héar att vi inte som i exempel A.4 behover berdkna tredjederivatan, bara veta att
f ar tillrdckligt deriverbar.

Exempel A.7. Lat f(z) = sinz. Bestam Taylorutvecklingen av ordning 3 till f(x) kring x = 7 med
restterm b(z)(x — 7)%.
Lo6sning: Vi ska alltsa anvinda formeln

G PN G

ol 3l (z — )% 4 b(z)(x — m)*.

f() = f(m) + f(m)(x —m) +
Vi har
F(m) = 0; f'(@) = cosa, f/(m) = 1 f(2) = —sina, f'(x) = 0; ["(2) = —cosa, "(x) = 1.

Insatt i formeln far vi alltsa

fl@)=—(x—7)+ é(x — )2 4+ b(x)(z — )t

e Vi kommer i praktiken i denna kurs nédstan enbart jobba med ovanstédende typ av restterm,
da problemen vi framst ska behandla just handlar om hur fort resttermen gar mot noll, vilket
i forsta hand beror pa exponenten n, och inte s mycket pa exakt vad b(x) ar s& linge vi vet
att den &ar begrénsad. Vi illustrerar detta i nedanstdende exempel.

e Vi kommer dock fran och med foreldsning 2 infora ytterligare ett foérenklat skrivsétt for denna,
kallad stora ordo, skrivet O((z — a)"*!) = b(z)(x — a)"*1. Men for att forstd hur resttermen
fungerar borjar vi forst med att ldra oss hantera den péa ovanstaende form.

e Vi kan notera att i ndgon mening vet vi forstas exakt vad b(z) dr (for = # a):

o) = F

sd pastaendet ar alltsa att denna kvot &r begrédnsad nér x ar néra a. Men i praktiken ar det
s& att vi just vill approximera f(x) och i ndgon mening “ersitta” den med p,(x) for att vi
inte enkelt kan rdkna med f(z) som den dr. S& man bér i princip tdnka pa b(z) som nigot vi
bara vet dr begrénsat, dvs. |b(x)| < C (dér C eventuellt skulle kunna vara vildigt stort), néra
x = a. Beh6ver man verkligen ha kontroll pa hur stort C' dr behéver man anvinda Lagranges
form istéllet.

e Det ar ocksd virt att notera att egentligen &r det forstas samma restterm som Lagrange,
bara att vi inte explicit skriver ut vad b(x) &r i termer av f. Dessutom behover vi inte i dessa
tillimpningar berikna f("*+1) utan det ricker att vi vet att b(z) finns vilket satsen alltsa
garanterar.




Har kommer ett exempel pa en av vara standardtillampningar av Taylorutvecklingar.

Exempel A.8. Berdkna

T _ ] —gp— 2 2
lim & ol .
z—0 3
Lo6sning: Vi borjar med att Maclaurinutveckla f(z) = e? till ordning 3, dvs. vi anvinder formeln

1"(0) 1"(0)
21 @’ + 3l

f(z) = f(0) + f(0)x + z3 + b(x)a?.

Med f(x) = e” far vi

Alltsa géller
e’ = 1+x+x—2+m—3+b(x):c4.
2 6
S v far e —1—x—2%/2 23/6+0bx)xt 1 1
= :6+b(x)x%6déz%0,

a3 a3
dér vi anvént att b(x)z — 0 da x — 0 eftersom b(x) &r begrénsad néra « = 0, s att |b(z)z| < Clz| géller
fér nagon konstant C' i ndgon omgivning till z = 0.

A.2 Forelasning 2: Restterm pa ordoform. Entydighetssatsen.

( )

Definition A.9. Vi siiger att en funktion #r (stora) ordo av (z — a)"*! da x — a skrivet
O((z — a)™*!) om den dr pa formen

O((x — a)™*) = b(z)(z — a)™*!

for nadgon funktion b(z) som &ar definierad och begrénsad i ndgon omgivning till a.

e Att b(x) dr begrinsad i ndgon omgivning till a betyder per definition att det finns ett € > 0 och
en konstant C' sadan att |b(z)| < C {or alla x €]a — €, a + €[. Dvs. den far inte sticka ivig mot +oo
nér vi narmar oss a.

e For att ytterligare forklara, om vi tittar pa b(z) fran exemplet ovan sag vi att

e’ —1—x—122/2—23/
4

b(x) = 6 for = # 0.

x
Hér skulle man kunna vilja € > 0 hur stort man vill, men konstanten C' ovan blir stérre och storre
ju storre € > 0 vi véljer, eftersom b(x) — oo d& x — oo enligt hastighetstabellen. Ibland kan man
ha att b(z) — oo redan for en dndlig punkt s& att man inte kan vilja e hur stort som helst (t ex
om man Maclaurinutvecklar /1 + z maste € < 1) och i vissa fall kan b(z) vara begrénsad pa hela
R (tex. 1 +2+2%=1+z+b(x)x? dir b(x) = 1 for alla z).

e I de flesta fall kommer det, om vi skriver O((z —a)"*!), vara underforstatt att vi menar da z — a.

e Mer generellt kommer vi dven ibland behéva begreppet O(g(z)) d& = — a, som da betyder pa
samma satt att

O(g(x)) = b(x)g(x)

dér b(z) dr begriansad i ndgon omgivning till a.



Malet vi hade med Taylorutvecklingen var att fa ett fel som gar sa fort som maojligt mot noll da vi
gar in mot punkten vi utvecklar kring, och “gissningen” var att detta borde uppnés genom att anpassa
sa manga derivator som mdjligt. Entydighetssatsen nedan visar att det var rétt strategi, i den meningen
att inget annat polynom av grad hogst n vi approximerar med kan ge en restterm som avtar lika fort
nér vi later x — a. Men satsen ar ocksd rent praktiskt mycket viktig for oss vid t ex. berdkningar av
Maclaurinpolynom till sammansatta funktioner.

Sats A.10 (Entydighetssats)
Om q(x) dr ett polynom av hégst grad n sdadant att f(x) —q(x) = O((x —a)"*1), da dr q(z) = pn(z)
(ddr pn(x) betecknar Taylorpolynomet av ordning n till f(x) i a).

Bevis: Vi kan utan forlust anta att a = 0. Enligt antagande och Taylors sats géller da att
f(z) = pn(x) + by (2)z™ ! = q(x) + by(z)z" T

for nagra funktioner by (z),by(x) som ar begrinsade i ndgon omgivning till x = 0. Om vi nu definierar
p(x) = pn(z) — q(z), d& &r p(x) ett polynom av grad hogst n sddant att

p(x) = (pu(2) = f(2)) = (g(2) = f(2)) = (=br(@)a" ") = (=ba(x)a" ) = (ba(w) = b1 (2))a™ ! = b(w)2" ",

déar b(z) dr begrinsad i ndgon omgivning till z = 0.
Antag nu att p(x) inte dr identiskt noll. D& kan vi skriva p(z) pé formen

p(z) = cpr® + Ck+1l'k+l + ... Fcpa”,

dér ¢, # 0. Men nu géller da
b n+1
lim@:ck: limﬂzo,
=0 xk a0 gk
vilket ger en motsigelse. V.S.B.
Inte minst blir sats A.10 mycket anvéndbar nér vi har kdnda utvecklingar av vara elementéra funk-

tioner:

( )

Sats A.11 (Elementira Maclaurinutvecklingar)

ap .732 333 z" n+1
e’ = 1+x+?+§—|—...+ﬁ+0(x ),
. 3 P n—1 = 2n+1
sinz = x_§+5_"'+(_1) (2n—1)!+0($ ),
o o o
— _Z LT _ +2
cosx = 1 2 + 1 oot (=1) )l +O(z ),
In(1 + 2) e Tt
n ) = z——+—=—...+(— — %
2 3 n ’
W8 B | 2l
t = S —_— =, _1\— O 2n+1
arctan x z-3 + E +(-1) 2n—1+ (z ),

(1+2)" = 1+a$+<;>x2+(§>x3+...+<a>m”+0(a?"+1)7
n

ddr




#+2° av ordning 2 (restterm O(z%)), samt

Exempel A.12. Bestam Maclaurinutvecklingen av f(z) = e
bestam f”(0).

Losning: Enligt standardutvecklingen ovan géller
t2
el = 1+t+5+(9(t3).

S&a med t = = + 22 far vi

2 (x4 2?)?

T =14 (v +2%) + 5 +O((x + 2%)%)

5, 77 3 3a? 3
=l+4+z+z +?+O(x ):1+1:+7+(9(x )-

Ovan anviinde vi att om vi expanderar (z + 22)? far vi 22 + 223 + 2* = 22 + O(23), och vi ligger in alla
termer av grad 3 eller hogre i ordotermen. Vi anviinde ocksa att O((z+22)%) = b(x) (23 +32* +32°+2°) =
(b(z)(1 + 3z + 322 + 23))23 = O(2?) (generellt ir det si att den ligsta graden styr i dessa fall).
Enligt entydighetssatsen maste detta vara Maclaurinutvecklingen av ordning 2 till f, dvs.
1" 3$
Oy

7(0) + 1'(0)z + .

Speciellt géller
20-3

(0 ==~ =3.

I detta fall kunde man forstas ganska enkelt riiknat fram derivatorna f/(z) = (1 + 22)e”+*” och f”(z) =
24+ (1+ 2:L')2)e“+352 sdatt £(0) =1, f/(0) =1 och f(0) = 3, vilket direkt via Maclaurins formel ger oss
ovanstaende utveckling, sa detta exempel var mer for att illustrera metoden att ta fram utvecklingar fran
kinda utvecklingar. Skulle det varit ett mer komplicerat uttryck, eller utveckling till en hogre ordning
blir vinsten med ovanstaende metod mer uppenbar.

Exempel A.13. Bestdm Maclaurinutvecklingen av funktionen
f(x) =+/cosx

med rest O(2%). Bestdm dven f4(0) och f(°)(0).
Losning: Enligt standardutvecklingar fran listan ovan géller

\/m:l-i-és-i-“52_1)82—&-0(83):14-;—8824-0(53)
och 2 g
cow:—l—?+ﬂ+(’)( 6y
sa med s = —; + o1 + O(= ) far vi om vi ldgger in allt som har grad 6 eller hogre i ordoresttermen i

sista steget (se roda texten nedan som forklara i detalj vad som péagér hir):

1 x? ac4 6 1 2 gt 2 x? ozt 6 3
1+2(2+24+O(x))8<2+24+0( )> +O<<2+Q4+O(x))

Enligt entydighetssatsen vet vi nu att det senare méaste vara Maclaurinutvecklingen av f(z) till
ordning 5 (eftersom resttermen har ordning 6), dvs. polynomet maste vara Maclaurinpolynomet av
ordning 5:

1 " ()
f(o)‘f‘f/(o)x‘f‘f2(!0)962+f3§0)x3+f44!(0)x4+ ot =l o
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Alltsa kan vi lasa av att @ ) (5)(
fHo) 1 f20)
1 g b T =0

dvs. 4'
@ () — :

Lat oss har ga igenom i detalj vad som hénder i forenklingen ovan. Anledningen att vi skriver detta i rott
separat dr for att det ar viktigt att forsta att det ar detta som pagar i bakgrunden, men sjalva podngen
med ordobegreppet ar just att inte behdva skriva ut alla dessa detaljer varje gang, utan att man just
bara ska halla reda pa ordningen pa resttermerna. Om vi anvénder definitionen av ordoresttermerna kan
vi alltsa skriva

~1 och f0)=o0.

2
\/1+s=1+§—i+b1(s)83

2 8
och
- ,
S
cos & 2—1—24—1— o(2)x®

dar by och by &dr begrinsade i nagon omgivning till origo. Notera ocksa att om vi sétter

2 ot

82—5-1-%4-[)2( )

och definierar
bs(x) = bi(s),

da blir &ven detta en begrénsad funktion av x néra x = 0, eftersom s — 0 da = — 0. Da star det ovan
med dessa beteckningar, dar vi samlar alla termer som vi far nér vi expanderar detta som har grad 6
eller hogre pa slutet:

1 2 x4 1 z? ozt ? z? ozt ?
— 14+ (=4 6 _ - (_2 L= 6 e 6
+2< 2+24+b2($)33) 8( 2+24+b2(33)1’) +b3($)<( 2+24+b2(m)x)

1'2 1'4
T4 96
20 28 2 22 4 22 x4 3
by ()5 - — S ==+ ) by(2)2b + b — 4+ +b
+<2(9€)3€ +8~24 S 12 8( 2+24> 2(1‘)96-1—3(36)(( 2+24+ o(z)x )
1'2 1'4
“ T4 9%
1 22 2 22 x4 1 22 3
b ) be e Y by (2)a? 6
+<2(x)+8-24 8- 242 8( 2+24> Q(de(x)(( 2+24+2(:”)x> *
b4(I)
12 I’4 1:2 1:4
B -1-Z_T 1o
5 g6 T a(@7° 5~ g5 O

dér vi alltsd brét ut 28 ur den stora parentesen, och vi ser att by(z) blir begrinsad niira z = 0. Notera
dock att om vi istdllet brutit ut en hogre ordnings term, t ex x7, da hade forsta termerna i den stora
parentesen blivit bo(x)/z+1/(8-24 - x) istallet, och da hade (troligtvis) inte uttrycket som i sa fall blivit
bs(x) varit begriansad nira x = 0 eftersom t ex 1/(8-24 - x) inte &r det.

11



A.3 Forelasning 3: Ordokalkyl med tillampningar.

Vi bérjar med att paminna om definitionen av stora ordo.

Stora Ordo: Antag att f(x),g(x) dr funktioner definierade i en omgivning till punkten a. Om det
i ndgon omgivning till a finns en begrénsad funktion b(z) sddan att

Det vill séiga i varje steg i en utridkning betecknar O(g(z)) en funktion pa formen b(x)g(x) dér b(z) ar
en begriansad funktion i ndgon omgivning till a. Podngen &r att det i manga problem inte spelar nagon
roll exakt vilken funktion b(z) &r, utan bara att om t ex. g(x) gir mot noll d4 x gar mot a s& gar upp
till ndgon begrénsad faktor O(g(z)) minst lika fort mot noll.

Oftast ar det a = 0 vi kommer vara intresserade av (genom att byta variabel till ¢ + h annars si
reduceras det till detta fall), och g(x) = x* for nagot heltal k, men det finns som vi sett undantag da
vi jobbar med sammansatta funktioner. Om det &r uppenbart fran sammanhanget vilken punkt a som
avses brukar man bara skriva f(z) = O(g(z)).

Dessa riakneregler dr bland andra enkla att verifiera (ddr x — a for nagon fix punkt a nedan):

o f(z) =0(f(z))

o f(z) =0(g(x)), g(x) = O(h(x)) = f(z) = O(h(z)),

e Om b(x) &r begrdnsad nira x = a giller O(b(x)g(z)) = b(z)O(g(x)) = O(g(x)),
e Om f(z) = O(g(x)) sa giller O(f(x)) + O(g(x)) = O(g()).

e Notera att det sistndmnda betyder att vi i en forenkling av en summa som innehéller flera ordo-
termer bara behaller “den sdmsta” och kastar bort 6vriga. (Notera dock att vi i en kvot ska behalla
bade en ordoterm i téljaren och en i ndmnaren. Om ni ska ta bort en ordoterm i ndmnaren méaste
det motiveras utifran definitionen varfér detta dr OK, vilket d& normalt inte dr vért jobbet...)

e OBS! En stor varning nér det géller ordokalkyl &r att likhetstecknet blir enkeltriktat. t ex. géller
O(z3) = O(z?) men O(x?) # O(x3). Vi far alltsa i en utriikning aldrig ga fran nagot som &r simre
till nadgot som &r battre.

Ovanstaende réknelagar géller eftersom:

o f(z) = b(z)f(z) dir b(z) = 1.

o f(z) = bi(2)g(x) och g(x) = ba(a)h(x) ger f(z) = (by(a)ba(2))h() = bla)h(z).

o O(b(a)g(x)) = bi (@) (b(a)g(x)) = (by()b(x))g(x) och pss. b(a)(bs(x)g(x)) = (b()bs(x))g(x).
e Om f(z) = bi(x)g(x) sa giller by(x)f(x) + ba(w)g(x) = (ba(w)bi () + ba(a))g(x)-

12



e Riknelagarna foljer fran definitionen av stora ordo, ovanstaende observationer samt det faktum
att om tva funktioner by (x) och by(z) ar begrinsade néra x = a dr dven produkten by (z)be(x)
och linjarkombinationer sasom by (x) + bo(x) det.

e OBS! Notera att en kvot by (x)/bz(z) inte nédvandigtvis &r begrénsad &ven om bade by (z) och
ba(x) &r begridnsade, si att hantera en kvot av ordotermer dr mer problematiskt, och det &r
dérfor som vi t ex nér vi berdknar gransviardet av en kvot behaller en restterm bade i téljaren
och ndmnaren.

e Notera ovan att vi anvinde olika beteckningar for de olika begrinsade funktionerna. Det &dr
viktigt att forstd att ndr vi anvinder ordokalkyl s& star inte O(g(x)) nodvéindigtvis for samma
funktion Gverallt. Det &r t ex dérfor vi har att O(g(z)) — O(g(x)) inte normalt dr 0 utan
bara O(g(z)) eftersom det ska ses som by (x)g(x) — ba(z)g(x) = (b1 () — ba(x))g(x), och det &r
snarare regel dn undantag att by (z) # ba(x). (Ténk pa hur Lagranges restterm i foreldsning 1
ser ut, sd att om by (z),ba(x) dr kopplade till utvecklingar for olika funktioner kommer de ju
typiskt inte vara likal)

Exempel A.14. Berékna
. T —sinz
lim ——.
z—0 r — arctan x

L&sning: Vi borjar titta pa ndmnaren och ser att eftersom

3
arctans = ¢ — 3 +O(2°)

sa far vi
x3 5
xr —arctanx = 3 + O(=°).

Har véljer vi alltsa att utveckla si langt att vi (minst) far en ledande term och en hogre ordnings restterm
1 namnaren.
Eftersom den ledande termen ovan har grad 3 beho6ver vi nu dven utveckla téljaren sa att vi far en

restterm av grad 4 eller hogre:
3

sine =x — % + O(2°)

23
r—sinz = 5 + O(x%).

Med hjélp av dessa utvecklingar far vi nu

r—sinz T4+ 0% 1/6+0@?)

x — arctan x % + 0% 1/3+0(a?)
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Exempel A.15. Avgér om
f(z) =e* +2In(1l — z) — 22

har lokal extrempunkt i = 0, och ange i sa fall vilken typ.
Losning: Eftersom

t2 t3 52 53
et:1+t+§+€+0(t4) och 1n(1+s):s—5+§+0(s4)
s blir, med ¢t = 2z och s = —z,
flz)=1+22+ @ + @ +O((22)Y)
+2 <—x - # + % + O((—x)‘*)) —a?

43 223
:1+2x+2x2+%—2x—x2—%—xQ—i—O(x‘L)

3
:1+2%+O(x4) =1+a° <§+O(x)>
Hér utvecklade vi alltsa sa langt att vi efter forenkling fick en ledande ickekonstant term och en hogre
ordnings restterm.
Dérmed ser vi att for « néra 0 blir parentesen stérre dn noll och da 2 viixlar tecken i z = 0 s& kan
vi inte ha en lokal extrempunkt i z = 0, eftersom f(z) < f(0) = 1 om x < 0 och z &r néra 0, medan
f(x) > f(0) =1 om = > 0 och z &r néra 0.

Exempel A.16. Antag att f(z) = —2+3(x — 1)* + O((z — 1)®). Avgér om f har en lokal extrempunkt
iz =1

Losning: Vi noterar att vi redan fatt Taylorutvecklingen av f i x = 1 sddan att vi har en ledande
ickekonstant term 3(z — 1)* och en hgre ordnings restterm. Eftersom

fx)==2+3z—-1D*1+0(x 1))

s& ser vi att for x nira 1 dr (14 O(z — 1)) alltid stringt positiv, och 3(z — 1)* > 0 for alla z. Alltsi ser
vi att
f@)=-2+3(x—1)*1+0O(z —1)) > 2 for alla x nira 1.

Alltsa har f, per definition, ett lokalt minimum i x = 1.
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C Differentialekvationer

C.1 Foreldsning 6: Differentialekvationer (DE) av forsta ordningen, integra-
lekvationer.

Denna foreldsning ska handla om ett par specifika typer av differentialekvationer av férsta ordningen
(samt avslutningsvis integralekvationer som efter derivation kan reduceras till en sidan). Ordningen pé
en differentialekvation &r helt enkelt den hogsta ordningen av derivator som férekommer i ekvationen, sa
forsta ordningen betyder att det finns forstaderivator, men inte hégre, med i ekvationen.

En stor del av envariabelanalys 1 handlade om att hitta primitiva funktioner till en given funktion
f(z) vilket precis betyder att man vill 16sa differentialekvationen

y = f(x).

Notera ovan att vi skrivit y’ istéllet for ¢/ (x), vilket dr standard och helt enkelt for att det ska bli littare
att ldsa, men det ar underforstatt att y ér en funktion av z ovan. Vi kommer ofta anvinda detta skrivsétt,
men ibland {or att fortydliga kommer vi skriva y(z).

En siddan ekvation kallas ocksd en ordinir differentialekvation (ODE) eftersom var obekanta
funktion y bara beror pa en variabel x (till skillnad fran partiella differentialekvationer, PDE, som ni
kommer stéta pa lite i flervariabelanalysen).

Som vi vet har ovanstaende ekvation den allménna 16sningen

y=F(x)+C

dér F' dr en primitiv funktion till f, och C' en godtycklig konstant.
De tva typerna av differentialekvationer vi ska se pa nedan, linjdra respektive separabla, kan bagge
efter en omskrivning skrivas pa formen
y =k(z,y)

dar k, till skillnad fran f i fallet med primitiva funktioner ovan, nu alltsa far bero pa bade x och y, t ex.

Denna kurs kommer i princip enbart handla om att ldra sig l6sa specifika typer av ODE, men det &r vért
att reflektera lite rent generellt kring en sddan ekvation som ovan.

Forst och framst kan vi notera att precis som for fallet med primitiva funktioner sa far vi en obestamd
konstant i den allménna losningen till en sddan, s4 den allménna losningen kan ses som en familj av
kurvor/grafer, dir vi for att f4 en entydig 16sning behover fa ndgon form av bivillkor (t ex y(0) = 0 eller
liknande).

Notera ocksé att om vi har en 16sning som gar genom en viss punkt (a,b), dvs. y(x) 16ser ekvationen
Yy = k(x,y) och y(a) = b, det ekvationen da séger &r att lutningen till grafen i denna punkt ges av
y'(a) = k(a,b). Men notera att vi inte behover kinna till vad denna losning y(z) &r for att kunna
berdkna k(a,b). Om man dérfor for en massa punkter (a,b) i xy-planet sétter ut sma streck med lutning
k(a,b) kan man fa en uppfattning om hur lgsningarna ser ut &ven om man inte kan rdkna ut dessa explicit.
En sadan plot brukar kallas ett riktningsfélt, och nedan till vanster ser vi ett sadant fér ekvationen

y = wy,

och till hoger ser vi nigra 16sningskurvor for densamma plottade f6r x > 0 (denna ekvation &ar faktiskt
bade linjar och separabel, och med metoderna nedan kan man fa fram att den allmédnna l6sningen &r
y = Ce® /2))
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C.1.1 Forsta ordningens linjdra differentialekvationer

Dessa ér pa formen
y' + f2)y = g(2).

For att koppla till det vi skrev om riktningsfilt kan vi notera att ekvationen dr ekvivalent med 3y’ =
g(z) — f(z)y = k(z,y), men det ar inte viktigt for att l6sa ekvationen dock.
Anledningen till att en differentialekvation som ovan kallas linjar &ar att vénsterledet beror linjart pa
y 1 féljande mening:
L(y) =y + f(2)y

uppfyller
L(ayy + by2) = aL(y1) + bL(y2)

for alla konstanter a, b och alla funktioner y1, 2. En egenskap hos en sadan differentialekvation, som bara
har att gora med linjariteten, &r att om vi har tva olika l6sningar y och y,, till samma ekvation

L(y) = L(yp) = g9(x),

d& far vi direkt
Ly —yp) = L(y) — L(yp) = g(z) — g(x) = 0.

Alltsa kommer vi ha, om vi sétter y, =y — yp, att

Yy =yn +yp déir L(yn) = 0 och L(y,) = g(z).

Det vill séiga strukturen pa den allménna lésningen &ér att den ges av summan av den allménna homo-
genl6sningen yj, till ekvationen L(yp,) = 0 och en partikulérlésning y, till L(y,) = g(z).
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Metoden med integrerande faktor:

Definition C.1. En funktion pa formen
F(x)
e

dér F(z) &r en primitiv funktion till f(x) kallas en integrerande faktor (IF) till ekvationen

Y + flx)y = g(x).

Vi noterar att e (®) > 0 verallt, vilket gor att vi kan multiplicera bada sidorna i ekvationen och

fortfarande fa en ekvivalent ekvation. Podngen med den integrerande faktorn &r att om vi multiplicerar
vénsterledet med denna far vi
/

(v (@) + F@)y()e" @ = (y(a)e" )

Det vill séiga, vi far helt enkelt derivatan av produkten y(z)e! () Om vi ser pa hela ekvationen far vi
(eftersom F’' = f):
d
dx
vilket ger 16sningarna

(y(@)e" @) = ¢/ (2)e" ) + y(a) F'(2)e" @ = (' () + f(@)y(x))e"®) = gla)e" ),

y(z) = e F@ /g(x)eF(””)dx.

e Jag rekommenderar att inte memorera ovanstaende formel utantill, utan att faktiskt berékna de-
rivatan av produkten (y(z)ef®))’ da det ger en extra kontroll att man riknat fram IF korrekt.

e Notera att om y(x) loser ekvationen, om vi later H(z) beteckna en primitiv funktion till g(x)e (),
da kan ovanstaende kalkyl ocksa skrivas som

% (y(Zlf)eF(x) — H(¢)> = + fla)y — g(:L‘))eF(‘T’) —0,

s& att denna differens méaste vara konstant. Alltsa ger ovanstaende den allménna losningen till
ekvationen.

For att koppla till det vi skrev ovan att 16sningen &r pa formen y = y, + y,, notera att om vi 16ser
den med ovanstaende metod sa blir integralen

/g(ax)eF(r)da: =H(xz)+C
dér H(z) ar en primitiv funktion och C en obestdmd konstant. S& lésningen &r da

Y =yn+yp dir y, = Ce @) och Yp = H(z)e F@),

Exempel C.2. Vi ska héar 16sa
v + 2zy = 42 + 2z.

Eftersom (22)’ = 2z ser vi att e &r en integrerande faktor. Vi far
(ye””z)/ = ye® + 2zye” = (v + 2gcy)e””2 = (42> + 2x)ew2.
Vidare giller att
/(4953 + 297:)(3962 dx = /(2x2 + 1)2956”2 dr = (22 + l)em2 - /leem2 dr = (22° — l)eEQ +C,
alltsa blir den allménna losningen till differentialekvationen

(22 - De” +C

ev?

2 _ —z?
2x 1+Ce™ ™.
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Metoden med obestidmda koefficienter: Metoden ovan att direkt integrera upp ekvationen med
hjélp av en integrerande faktor &r den vi oftast kommer anvinda, da det reducerar problemet till att
hitta en primitiv funktion. Men man kan hamna i praktiska problem med sjélva integralen

/g(m)eF(x)dw.

Notera dock att om vi tittar pa4 den homogena ekvationen dér vi byter g(x) mot 0, d& blir ju detta bara
yn = Ce F(®) Vi vet ju ocksd att om vi pa ett eller annat sitt lyckas hitta en partikuldrlsning Yp
till ekvationen s& blir den allménna 16sningen y = Ce=F(*) 4 yp- Metoden med obestdmda koefficienter
bygger pa att man utifran hur g(x) ser ut gissar pa en losningsform, en si kallad partikuldransats, som
innehaller ett antal obestdmda koefficienter, som om ansatsen fungerar reducerar problemet till att 16sa
ett linjart ekvationssystem for de obestdmda koefficienterna. Vi illustrerar detta med ett kort exempel:

Exempel C.3. Lat oss titta igen pa ekvationen 3y’ + 2xy = 43 + 2z som i exempel C.2 ovan. Dir
behovde vi integrera produkten (42 + 2x)e‘”2, men sedan delade vi ocksd pa den integrerande faktorn
e®” och vi fick partikulirldsningen 222 — 1 i slutéindan.

Om vi tittar lite pa ekvationen kunde man ha gissat pa att en partikuldrlosning borde vara ett

polynom av grad 2. S& om vi gor partikuldransatsen y, = az? + bz + ¢ och sétter in i ekvationen far vi
Y, + 2xy, = (2az + b) + 2z(az” + bx + ) = 2ax” + 2b2” + (2a + 2¢)x + b = 42° + 2a.

Den sista likheten ger om vi identifierar koefficienterna i polynomen ekvationssystemet

20 =4
a=2
2b=0
S <eb=0
20+ 2c=2
c=—1.
b=0

Vi ser alltsa att ansatsen fungerade, dvs. nér vi satte in var ansats i ekvationen reducerades problemet
till ett linjart ekvationssystem for de obestdmda koeflicienterna a, b, ¢, och dessutom fanns det en 16sning
till problemet. Eftersom vi fick fram a = 2,b = 0,c = —1 far vi alltsa en partikulérlésning y, = 2x% — 1.
Sedan, eftersom vi vet att e Ar en integrerande faktor, kan den allménna homogenlésningen skrivas
som yp = Ce~%" sa att vi far den allménna 16sningen y = yn + yp = Ce=%" 4+ 222 — 1 utan att behéva
utfora den lite stokiga integrationen som vi behévde gora i exempel C.2.

Att hitta en bra ansats som fungerar ar forstas inte alltid sa l4tt, men i vissa fall som det ovan kan man
gora det, och idén &r hur som helst alltid att man ansétter nagot som nir man sétter in det i vinsterledet
blir en funktion av “samma typ” som den i hégerledet.

C.1.2 Forsta ordningens separabla differentialekvationer

Dessa ér, efter en eventuell omskrivning, sdidana som kan skrivas pa formen

I uttrycket ovan séiger man att variablerna &r separerade (bara y pd ena sidan och bara x pa den
andra, fast implicit finns det forstas « ocksd i VL d& y ju dr en funktion av z). Det faktum att man
typiskt kommer behova skriva om ekvationen for att fiA den pa ovanstdende form &r en
extra komplikation, d& man eventuellt t ex. kan tappa l6sningar vid en sddan omskrivning.
Notera att det alltid dr originalekvationen innan omskrivning som vi ska 16sa.

For att koppla till det vi skrev om riktningsfélt kan vi notera att ekvationen &r ekvivalent med, savida
g(y) £ 0,y = h(x)/g(y) = k(z,y), men det dr inte viktigt for att 16sa ekvationen dock.

Dessa 16ses genom att integrera bagge sidor:

/g(y)dy: /h(z)dx-
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Detta ger
G(y(z))=H(z)+C (G'=g,H =h).

For att motivera att detta fungerar, notera att om G, H &r som ovan da géller att om G(y(x)) = H(z)+C,
da foljer det om vi deriverar

(Gl ~ H)) = G )y (@) — H'(2) = aly)y/ — h(x) = 0.

Dvs. Om y l6ser ekvationen och G, H ar som ovan da méaste G(y(z)) — H(x) vara konstant, eftersom
derivatan &r 0, s& varje 16sning maste uppfylla G(y(x)) = H(z) + C f6r nadgon konstant C.

Om vi nu kan invertera G s fas y(z) = G7Y(H(z) + C). Detta dr dock ett steg som gor att sepa-
rabla ekvationer rent generellt dr betydligt krangligare att jobba med &n de linjéra, eftersom vi efter
integrationen bara far en ekvation for y som maéste 16sas for att fa fram 16sningen.

Exempel C.4. Betrakta
y =y

%zleller
y=0

Om vi tittar pa den Gversta ekvationen far vi

p=te [ pa=f
=1 | —dy= [ 1dx,
y? 2 Y

Detta ar ekvivalent med

vilket ger

— =z+C.

Y
Dvs. denna har allmén 16sning
1

YTTrv o
Vi kan hir notera att detta uttryck aldrig blir 0, men vi noterar ocksa att y = 0 16ser originalekvationen
y' = y? s& den allménna lésningen till denna dr y = —(z + C) ! eller y = 0.

C.1.3 Bivillkor och l6sningars definitionsmingd

Ovan har vi tittat pa att bestdimma den allménna losningen till en differentialekvation, som da blir en
hel familj med 16sningar, dvs. odndligt ménga, dir det finns en obestdmd konstant (det blir en konstant
for att vi har en forsta ordningens ekvation). For att f& en entydig l6sning behovs mer information, och
ibland kommer vi ocksa fa ett si kallat bivillkor (BV), t ex pa formen y(0) = 1 eller y'(1) = —2 eller
liknande.

Definition C.5. Givet en differentialekvation med ett bivillkor s& &r definitionsméngden till 16s-
ningen till ett sddant problem det stérsta Oppna intervall pa z-axeln dir funktionen y(z) som
16ser problemet dr definierad och som innehaller den punkt x dar bivillkoret &r givet.

e Observera ordet intervall ovan. Om vi t ex far fram en allmén 16sning som dr definierad Gverallt
utom i z = 1 och vi fatt ett bivillkor i z = 0, d& blir definitionsméngden bara | — oo, 1[. Man maste
alltsa skilja pa definitionsméngden till sjalva funktionsuttrycket och 16sningens definitionsméngd,
dar det senare inte blir hela definitionsméngden for funktionen utifall detta inte &r ett intervall.

e Losningsgangen ar alltsd den att man forst tar fram den allminna losningen som innehéaller en
obestamd konstant, anvinder bivillkoret for att bestimma konstanten, och sedan bestdmmer man
intervallet utifran denna 16sning.

19



Exempel C.6. Om vi fortsitter med (DE) fran exempel C.2 och lagger pa ett bivillkor

y' + 2zy = 42° + 2¢  (DE),
y(0) =0 (BV),

da skulle vi férst 16sa (DE) precis som tidigare och komma fram till y = 222 — 1 + Ce=". Fér att
bestdmma C' sitter vi nu bara in x = 0 for att kunna anvénda (BV) vilket ger

y(0)=-14+C=0=C=1.

Sa losningen till vart problem (DE) med (BV) #r y = 222 — 1+ e=*". Nir det giller definitionsméngden
i detta fall blir det hela R eftersom funktionen &r definierad och l6ser problemet for alla x. S& svaret
skulle bli (om definitionsméngden efterfragas)

Svar: y = 222 — 1 —|—e*"”2, rzeR.

Exempel C.7. Om vi fortsitter med (DE) fran exempel C.4 och lagger pa ett bivillkor
y' =y (DE),
y(2)=1 (BV),

da skulle vi forst integrera upp (DE) precis som tidigare och komma fram till

—=z+4+C.
Y

Om vi nu anvénder vart (BV) far vi

-1 -1
—— = — =2+, vilket ger C = —3.
y(2) 1
Man kan férstas ta fram den allmiinna 16sningen y = —(z + )~ ! eller y = 0. Om vi nu betraktar vart

(BV) sa ser vi att y(2) = 1 utesluter den senare losningen, och alltsd méaste losningen vara pa den forsta
formen, och d& kan man bestdmma C utifran denna, men ofta ar det fordelaktigt att i denna typ av
problem bestdmma C'i ett tidigare skede som ovan. Notera ocksa hér att om vi istéillet fatt bivillkoret
y(2) = 0, d& hade 16sningen varit y = 0.

Alltsa ar funktionen som vi séker

1
= 3.
V=g T #

Eftersom vart (BV) dr givet i « = 2 ar det storsta 6ppna intervallet dédr denna 16sning dr definierad
] — 00, 3[

Svar: y = (3— )%, z < 3.

C.1.4 Integralekvationer (IE)

Detta &r ekvationer som kan reduceras till en differentialekvation samt ett bivillkor, vilket vi illustrerar
nedan med féljande exempel som kopplar till exemplet C.6 ovan med bivillkor.

Exempel C.8. Betrakta integralekvationen
T
y(r) + / 2ty(t) dt = z* +2* (IE).
0
Om vi deriverar bigge sidor i denna ekvation far vi att ovanstdende (IE) medfor att féljande (DE) &r

uppfylld.
Y (z) + 2zy(z) = 42® + 22 (DE),

dér vi anvant oss av att om F' = f sa géller
d/xf(t)dt—*d(F()_F(O)) Fl(z) = f(x)
dz J, do " - =
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Men ndr man deriverar en ekvation pa detta sitt tappar man information. (T ex om vi i hogerledet
haft 2% + 22 + 1 istéllet hade vi fatt samma (DE).) I en (IE) som ovan finns (i normalfallet) ett inbyggt
bivillkor som man far genom att vilja ett  sa att den 6vre och undre griansen i integralen sammanfaller,
vilket gor att integralen for detta z blir 0 oavsett vad 16sningen y i slutdndan ar. I fallet ovan tar vi alltsa
och sétter in x = 0 6verallt i ekvationen, vilket ger

y(0) + /00 2ty(t) dt = 0* + 02 < y(0) =0 (BV).

Vi far nu att (IE) &r ekvivalent med (DE) tillsammans med (BV) ovan, dvs.

y' + 2zy = 42° + 2¢  (DE),

y(z) Jr/o 2ty(t) dt = 2* +2* (IE) & {y(O) =0 (BV).

Det senare problemet 16ste vi ovan i exempel C.2 (allmén 16sning) och C.6 (bivillkor).

C.1.5 Komplexvirda funktioner

Vi ska hér se pa funktioner pa formen
w:R — C.

Dessa kan alltid (genom att sétta u = Re(w), v = Im(w)) delas upp som
w = U+ 1,

dér u,v : R — R. Vi definierar nu

w'(x) =/ (z) 4+ v’ (x), /w(w)dac = /u(x)dm + i/v(m)dm,

och det ar rattfram att kontrollera att vanliga rdknelagar géller for dessa:

'~ aw'(z), acC,
(z) + wh(z),
(z)wa(2) + w1 (2)wy (),
(h(z))H(z), h:R—R.

/
1
/
1
/

|
SSSQ

— — — ~—
~

Motsvarande géller &ven for integraler. Observera ocksa att w'(z) = 0 f6r alla x om och endast om
w(x) dr en (komplex) konstant, samt att vi har

w(z) —w(a) = /T w'(t)dt.

Den viktigaste komplexvéarda funktionen for oss dr den komplexa exponentialfunktionen:

ar _ e(a-i—ib)z =

e e (cos(bx) + isin(bx)).

Denna uppfyller

dx
Observera ocksa att e = 0 for alla x.

Om vi nu vill 16sa en linjar diffekvation med konstanta koefficienter pa formen
y —ay=0, aeC,
dé noterar vi att denna &r ekvivalent med

e (Y —ay)=(e""y) =0 e Py=Cey=Ce* (CeC).
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C.1.6 Existens och entydighet av 18sningar till ¢/ = f(z,y)*

Detta &r inte nadgot som ingar i kursen att kunna, men det kan vara vart att notera att en central del i en
mer specialiserad kurs om differentialekvationer ar att visa att man under relativt allménna férhallanden
har att ekvationen

Y =k(z,y)
med ett givet bivillkor
y(zo) = Yo

har en entydig 16sning (utan bivillkor har vi férstés inte entydig l6sning). Ett standardresultat som brukar
tas upp i en sadan kurs ar foljande sats, som garanterar lokal existens och entydighet:

( )

Sats C.9 (Picard-Lindel6f)
Om det finns intervall [a,b] och [c,d] samt en konstant L sddana att a < o < b, ¢ < yo < d och

(a) k(x,y) dr kontinuerlig i x pd [a,b] for varje fizt y € [c, d],
(b) |k(z,y) — k(z,2)| < Lly — z| for alla x € [a,b] och alla y,z € [e,d],

dd finns € > 0 och en entydig losning y(x) till problemet y' = k(x,y), y(zo) = yo, pd intervallet
Tog—e<x<x9t+eE.

Villkoret (b) brukar kallas att k &r likformigt Lipschitz-kontinuerlig i y, vilket &r ett starkare krav &n
enbart kontinuerlig (men kan garanteras med hjilp av uppskattningar av derivatan av k med avseende
pa y, forutsatt att denna existerar).

Vi kan notera att for de linjéra ekvationerna ovan &r detta aldrig ett problem. Dels f6ljer det direkt
fran l6sningsgangen att de 16sningar vi far fram ar de enda méjliga, och om vi jamfér med resultatet ovan
vore for ekvationen y' + f(z)y = g(z) funktionen k(z,y) = g(z) — f(x)y, och s& linge f, g &r kontinuerliga
har vi inga problem hér (vilket ocksd var metod med integrerande faktorn visade). Men for de separabla
ar situationen dock inte lika enkel, speciellt inte om man méaste dividera med nagot som eventuellt kan
vara 0.

Vi kan t ex se pa ekvationen

y/ = \/mv y(0) = 0.

Har kan vi direkt se att funktionen y = 0 16ser problemet, men man kan ocksa visa direkt att t ex

(2) = 0 <0,
v = 22/4 x>0

ocksa &r deriverbar pa hela R och 16ser ekvationen dér. Vi har alltsa inte en entydig 16sning har. Notera
att +/|y| inte dr Lipschitz-kontinuerlig nira y = 0. Vi kommer dock halla oss borta fran denna typ av
problem i denna kurs mer eller mindre helt och héllet, men det &r bra att kdnna till fenomenet, och att
forsta att denna typ av fragor ar kénsliga i allménhet.
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C.2 Forelidsning 7: Andra ordningens linjiara DE med konstanta koefficienter

Dessa har formen
y'+ay +by=g(z) (a,beR).
Om vi infor
L(y) =y" +ay +by
beror detta linjart p& y. Precis som i fallet med f6rsta ordningens linjara ekvationer som vi behandlade

ovan, och av exakt samma skil, kan vi sdga att strukturen pa den allménna l6sningen dérmed &r pa
formen

Y=Yn+Yp

dér yy, dr den allméinna 16sningen till den homogena ekvationen L(yy) = 0 och y, &r en partikulérlosning
L(yp) = g(x).

Man delar déarfor upp detta problem i tva delar. Forst hittar vi den allménna lésningen vy, till den
homogena ekvationen:

Y + ay), + byn = 0.

Denna fas (som vi forklarar nedan) fran att forst hitta rotterna a, 8 (som eventuellt &r komplexa eller
lika) till den karaktéristiska ekvationen:

p(r)y=r*+ar+b=0,
och den allmédnna homogenlésningen ges da av:

[ Ae®™ 4 Befr o #£
Yn = (ACE + B)eaw a = ﬂ

Sedan hittar man en partikuldrlosning v, vilket vi kommer gora via en sa kallad partikuldransats, dvs.
metoden med obestédmda koefficienter som vi illustrerade for forsta ordningens ekvationer tidigare.

Aven fast ovanstdende formel for homogenldsningarna visserligen ocksa géller da vi har komplexa
rotter, om vi tillater komplexvérda I6sningar och komplexa konstanter, ska ovanstaende form pa y;, dock
i slutdndan bara anvindas da vi har reella rétter. Om vi har komplexa rétter «, 8 da géller att a &r
komplexkonjugat till 5, eftersom konstanterna a,b i ekvationen &r reella. Alltsd ar rotterna i detta fall
pé formen ¢ =+ id och vi kan darfor skriva den allmdnna homogenlosningen pa formen

yp = Aelctide 4 Belemid)e — e cog(da) + De sin(dz).

Det vill séiga for varje A, B finns unika C, D sa att likhet géller och vice versa (mer precist géller A+B = C
och i(A — B) = D, eller ekvivalent A = (C —iD)/2 och B = (C 4 iD)/2). Den senare formen ska i
dessa fall alltid véljas eftersom vi vill ha kontroll pa vilka lésningar som &r reellviarda, vilket precis ar de
16sningar dar C, D &r reella ovan.

Substitutionen y = ze** (2 = z(7)): Detta &r en mycket viktig substitution. Notera att (iven for
komplexa k) si dr e** aldrig noll, sa det #r alltid ok att gora en sadan substitution, och vi kan alltid ta
oss tillbaka via z = ye™**. En direkt utrdkning ger nu

y = (2 +k2)et, " = (2 + 2k + k22)ek?.
Om vi sétter in detta i den homogena ekvationen far vi

v +ay +by = (27 +2k2 +E22)e" + a(2 + kz)er® + bzeh® =
(2" + (2k + a)2' + (K* + ak + b)z)e"™ = 0.

Notera nu speciellt, att termen framfor z &r just p(k), s om vi véljer k = « att vara en av véra rotter
till den karaktéristiska ekvationen, da forsvinner denna term. Om vi da tittar pa ekvationen far vi kvar:

(2" 4+ (2a + a)z")e™® =0,
vilket ar ekvivalent med

2"+ (2a+a)z =0.
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Men 72 +ar+b= (r—a)(r—8) =r?+ (—a— B)r +aff ger nu a = —a — 3. Detta leder till ekvationen:
2+ (a—pB)2 =0.

Om « = f3 star det helt enkelt z”/ = 0 som vi kan integrera upp och far den allménna lésningen z = Az+B,
s y = (Az 4+ B)e**. Om & andra sidan o # 8 da far vi en forsta ordnings linjéir ekvation for 2/, dvs. vi
multiplicerar med den integrerande faktorn e(®~#)% och far ekvationen

(e(a—B)xZ/)/ =0,

s& 2/ = CelP=2)7 vyilket efter en till integration ger z = Ce#~)? /(f—a)+A. Om vi sitter B = C/(8—a)
far vi alltsa
y = 2e™% = Ae™® + BeP?.

Sa detta visar speciellt pastdendet om den allménna homogenlésningen. Nar det géller partikuldransatser
illustreras detta bast med exempel.

Exempel C.10. Los i’ +y' — 2y = 2 + 2.
Losning: Vi bérjar med att 1sa den homogena ekvationen yj + y;, — 2y, = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = 2 +r — 2 = 0 har 16sningarna

IRV
TTTREVLI AT Tty

yn = Ae” + Be 27,

dvs. rétterna ar 1, —2, sa

Eftersom HL i ekvationen &r ett polynom &r det rimligt att gissa att en partikulérlésning &r ett polynom,
s& vi ansétter y, = ax® 4 bx + ¢, vilket ger y), = 2ax + b och y)] = 2a, vilket insatt i ekvationen ger

Yy + 4 — 2yp = (20) + (2ax + b) — 2(az” + bz + ¢) = —2az” + (2a — 2b)x + (20 + b — 2¢) = 2° + =

Nar det géller valet av polynom, notera att vi valde grad 2 eftersom vi har med y i ekvationen, séa
nér vi satte in detta i vart VL i ekvationen fick vi ett andragradspolynom, precis som i HL, och vi
ser att problemet nu reducerats till att 16sa ett linjart ekvationssystem, vilket alltid &r malet med vara
partikuldransatser.

Ovanstaende ar ekvivalent med att

—2a =1 a =-1/2
2a — 2b =1<<b =-1
2a+b—c =0 c =-—1.

Alltsa far vi att den allménna 16sningen till ekvationen &r
Y=yn+yp=Ae"+Be @ - _p_ 1.

Exempel C.11. Los y” — 4y’ + 4y = 2e37.
Losning: Vi borjar med att 16sa den homogena ekvationen y; — 4y} + 4y, = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = r? — 4r + 4 = 0 har 16sningarna

r=2++v4-4=2,
dvs. vi har en dubbelrot i 2 (dvs. p(r) = (r — 2)?), si
yn = (Az + B)e*™.

Niér det géller partikuliransatsen ér det rimligt att testa y, = ae®”, vilket ger ¢, = 3ae®* och y/ = 9ae®”,
vilket insatt i ekvationen ger

Yy — Ayl + 4y, = (9ae>) — 4(3ae®”) + 4(ae’”) = (9a — 12a + 4a)e’ = ae®” = 2%,
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vilket ger a = 2. Alltsa har vi den allménna l6sningen

y=yn+yp=(Az+ B)e** 4 2¢37,
Vi noterar ovan att detta #r ett naturligt val att testa i detta fall, men om vi istiillet hade haft t ex 2e2*
i HL d& hade inte ansatsen y, = ae*” fungerat, eftersom detta &r en homogenldsning, s& om vi sétter in

detta i VL far vi bara noll. Detta fenomen kallas resonans, och vi diskuterar det efter nésta exempel.

Exempel C.12. Los v — 2y’ + 2y = sinz, y(0) = 1, 3/ (0) = 0.
Losning: Vi borjar med att 16sa den homogena ekvationen y; — 2y; + 2y, = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = r2 — 2r + 2 = 0 har l6sningarna

r=1+v1-2=1+1,

dvs. vi har komplexa rotter 1 +4,1 — 4, s&

yn = Ae” cosx + Be” sin .

Med denna typ av HL &r det naturligt att testa ansatsen y, = acosx+bsinz si att y;, = —asinx+bcosx
och yg = —acosx — bsinz, vilket insatt i ekvationen ger

Yy, — 2y, +2yp = (—acosx — bsinz) — 2(—asinz 4 beosx) + 2(acosz + bsinx)

= (—a+2b+2a)cosz + (—b+ 2a + 2b)sinz = (a + 2b) cosx + (2a + b) sinx = sin z.

a+ 2b :0<:> a =2/5
2+b =1 |b =1/5

sa att den allménna I6sningen till differentialekvationen ar

Detta ar nu ekvivalent med

2 1
Yy =1Yn +yp = Ae” cosx + Be” sinx + gcostr gsinx.

Eftersom 5 )
y = Ae® cosx — Ae”sinz + Be®sinx 4+ Be® cos — 5 sinx + 3 cos T
ger bivillkoren nu féljande ekvationer for koeflicienterna:
y(0)=A+2/5=1 N A=3/5
yY(0)=A+B+1/5=0 B =—-4/5.

Séa 16sningen till differentialekvationen med de givna bivillkoren &r

= —¢e"cosx — éew sinx + gcos:er 1sinx
Y=5% 5 5 5o

Vi kan notera att om vi hade haft rotterna +i istéllet, sisom i ekvationen y” + y = sinx, da hade inte
denna typ av ansats for y, fungerat, eftersom detta da &r homogenldsningarna till ekvationen, och bara
ger 0 nér de satts in. Detta &r da ett fall av resonans, som vi diskuterar lite om nedan.
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C.2.1 Substitutionen y = ze**, férskjutningar och resonans

kx kx

Vi diskuterade ovan lite om substitutionen y = ze"* = z(x)e"® med vilken vi kunde visa varfor den
allmdnna homogenlosningen ser ut som den gor. Men denna substitution ar viktig ocksa rent praktiskt
vid bestdmning av partikularlésningar i vissa fall.

Till exempel, antag att vi tittar pa ekvationen

y// _ 4y/ + 4y — 23’:6396,

dvs. samma exempel som C.11 ovan fast med ett x inlagt i HL, och vill bestdmma en partikularlosning.
Man kan forstas gora en direkt gissning pé en partikularlosning, men har kommer vi normalt féredra att
gbra en substitution y = ze3® (dir z = z(x) nu alltsa ir en funktion av z), vilket ger y' = 2’e3 + 3ze3®

och 3" = 2""e3* + 62/e3* + 9ze3*, vilket insatt i ekvationen ger

Y — 4y + Ay = (23 4 62e3" 4 92¢37) — 4(2/e3T + 32e37) + 4(2e%7) = (2 + 22 + 2)e>” = 2xe3”.

Detta kallas att man gjort en forskjutning, och vi ser att vi nu alltsa kan dela bort 3% pa bada sidor for
att fa ekvationen 2/ +22' 4 z = 2z. Om vi nu hittar en partikulérlésning z, till denna, da blir y, = zpe3z
en partikularlosning till var ekvation. Detta vet vi ju hur vi ska gora eftersom i ekvationen for z d&r HL
ett polynom, och vi ansétter z, = ax + b vilket insatt i ekvationen ger zz’,' + 221’, +2, =0+2a+ (ax+0b) =
ax + (2a+b) = 2x. Dvs. a = 2 och b = —4 s& att z, = 2z — 4, och vi far

Yp = (220 — 4)e’”.

Notera ovan att vi enbart vill ha en partikulérlésning z, till ekvationen 2" + 22’ + 3z = 2x. Det ska
inte vara nagra obestdmda konstanter i denna, for det som géller ar att y;, = 2,e3* sa det skulle innebar
att vi tar med homogenlosningarna en gang till, och far for manga obestdmda konstanter i var allménna
16sning.

Ovan hade vi dock inte nagon resonans, utan vi tittar pa ett par fall med detta ocksa.
Exempel C.13. Los y” — 4y’ + 4y = 2e°.
Losning: Vi borjar med att 16sa den homogena ekvationen y) — 4y; + 4y, = 0, och noterar att sekular-
polynomet p(r) = r2 — 4r + 4 = 0 har l6sningarna

r=2++v4—4=2,
dvs. vi har en dubbelrot i 2 (dvs. p(r) = (r — 2)?), sa
Yh = (AZL‘ + B)GQI.

Vi ser nu att HL &r en homogenldsning, sa vi kan inte anvinda den enkla ansatsen y, = ae®*, a
konstant, i detta fall, eftersom det insatt i VL da bara blir 0 oavsett vad konstanten a ar. Vi gor darfor
substitutionen y = ze?*, dir z ér en funktion av x, vilket ger y' = (2’ +22)e?® och y" = (2" +42'+42)e*®,
vilket insatt i ekvationen ger

Y — Ay F Ay = (2 + 42 4 42) — A(2 4 22) + 4(2))e*® = 2"e*® = 2027,

och vi kan nu dela bort e2* och far
"
z =2,

Denna kan vi integrera upp och ser att en partikulérlésning dr z, = z2. Alltsa far vi att y, = 2,e** =

2%e?® &r en partikulérlésning. S& den allmiénna ldsningen &r

y=yn+yp=(Az+ B)e*™ + x2e?®,

Vi papekar aterigen att vi alltsd bara vill ha en partikuldrlosning till z”/ = 2 hiar. Om vi hade tagit den
allmiinna lésningen z = 22 + ax + b, da hade vi fatt

y=yn+yp = (Az + B)e** + (2% + az + b)e** = (A + a)z + (B + b))e** + x%e**,

Dvs. det blir samma losningar, men vi har féor manga obestdmda konstanter i vart svar. Detta vallar
problem om vi far ség tva oberoende bivillkor, eftersom vi da bara far tva ekvationer som ska bestimma
I6sningen entydigt, men vi har fyra obestdmda konstanter.
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Det stokigaste fallet att hantera &r ndr man har resonans i fallet med komplexa rotter. Detta hanterar
vi normalt genom att 6verga till en komplex hjélpekvation som i exemplet nedan.

Exempel C.14. Los ¢ +y = sin .
Lésning: Eftersom p(r) = r2 4+ 1 = 0 har I6sningarna r = 4 har vi att den allméinna homogenldsningen
ar

yn = Acosx + Bsinzx.

Vi kan alltsd inte anvinda den enkla ansatsen y, = acosx + bsinz eftersom detta &r precis vara ho-
mogenldsningar. Vi noterar nu att sinz = Im(e'®), s& om vi hittar en (komplex) partikulérlosning w,
till

wl/ + w = e’LCE
och sétter y, = Im(w,), da far vi en partikularlsning till var ekvation. Fér att géra detta gor vi nu forst
en forskjutning w = ze™® vilket ger w’ = (' + iz)e™ och w” = (2" + 2iz' — 2)e'® si att

w’ +w = ((2" +2i2' — 2) 4 2)e'® = (2" + 2i2)e™® = &'®,

dvs. vi far

2+ 202 = 1.
I detta fall ser vi att en partikuldrlosning ges av 2z, = 1/(2i), dvs. z, = 2/(2i) = —iz/2 16ser problemet,
sa vi far med detta z, att

w, = zpe'" = —%e” = —%(cosm +isinx) = %sinx - zg cos .
Alltsa ar
x
yp = Im(w,) = —gcosx

en partikulérlésning, och vi har da den allménna 16sningen

y=1yn+yp=Acosz+ Bsinx — gcosx.

C.3 Foreliasning 8: Hogre ordnings linjira DE med konstanta koefficienter.

Dessa ar ekvationer pa formen
(n) (n—1) (n—2) ! -
Yt an1y" T a2y TV + o+ ay + ay = g(2).

Hogre ordnings linjéra differentialekvationer med konstanta koefficienter behandlas véldigt analogt med
andra ordningens. Om vi inf6r

L(y) = ™ + ap1y™ ) +anoy" P + .+ ary’ + aoy
s& beror detta linjart pa y, och darfér ar den allménna I6sningen pa formen
Y=Ynt+Yp

precis som tidigare.
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C.3.1 Allminna homogenlésningar

Polynomet
p(r) =1+ an_1m" V4. Far+ag

kallas sekularpolynomet, och den allménna 16sningen till den homogena ekvationen (dvs. da g(z) = 0) kan
skrivas explicit om vi bara lyckas hitta nollstéllena till detta polynom (vilket dock forstas rent praktiskt
kan bli betydligt krangligare, om ens mojligt, nér vi har ett polynom av hogre grad):

g )

Sats C.15
Omp(r) =r"+an_ 1" +...+air+ag=(r—r1)™(r—ro)™ ... (r—1rg)™, dirr; # r; om
1 #£ j, sa gdller att den allmdnna lésningen till den homogena ekvationen

Y™ 4+ a1y Y + a0y + L+ ary +agy =0

ges av
y(z) = Pi(x)e™® 4+ Py(xz)e™® + ... + Py(x)e™",

ddr Pj :a dr polynom av higst grad (mj; — 1).

e Om n = 1, da ar HL i ekvationen 3’ 4 agy, s& att 71 = —ag ar en enkelrot, och polynomet P;(x)
ska vara av grad 0, dvs. P;(x) = C {or en konstant C, si att y, = Ce™ %% vilket ar precis vad vi
fatt fram tidigare.

e Om n = 2 har vi tva fall att beakta, antingen tva enkelrétter 1, 75 eller en dubbelrot r1. I det férsta
fallet ska polynomen i satsen ovan vara av grad 0, dvs. de dr konstanter P; (z) = A och Py(z) = B,
vilket ger oss homogenlésningarna Ae™* + Be™*. Om vi har en dubbelrot ska polynomet P;(z)
ha grad hogst 1, dvs. det ar pa formen Az + B vilket ger homogenlésningarna (Az + B)e™*. Sa
aterigen séger satsen samma sak som det vi kommit fram till tidigare i detta fall.

e Notera att varje polynom P;(z) ovan &r pa formen
Pij(x)=C)+Clo+ ...+ C’an_lxm-j_l

(i C’lj betecknar j att konstanterna ir kopplade till P; och [ kopplar till ordningen z! pa termen i P;).
Dvs. det finns m; obestdmda konstanter inbyggda i varje P;, och totalt da alltsa mq+ma+. .. +my =
n obestdmda konstanter i hela 16sningen.

e Om r; = c+1id dér d # 0 for nagot j, da finns, eftersom p(r) har reella koefficienter, [ sddant att
r; = ¢ — id och m; = my. I dessa fall skriver vi homogenlésningen pa reell form, och noterar att

Pj(x)e"" 4+ P(x)e"” = Q(z)e cos(dr) + R(x)e™ sin(dzx)

fér polynom @, R av grad hogst m; —1=m; — 1.

Vi kommer inte ga igenom beviset av denna sats hir, men det bygger pa4 samma principer som
motsvarande bevis for andragradsekvationer. T ex antag att vi har en ekvation av grad 3 och antag
att vi har en trippelrot i r = 2, séig p(r) = (r — 2)3. Om man da sétter y = 2e?* och direkt riknar
ut vad man far kommer detta leda till ekvationen z"’e?* = 0, som ar ekvivalent med 2"/ = 0. Denna
har den allménna 16sningen z = A + Bx + C2?, s att y = (A + Bx + C2?)e?® = Py(z)e?® dir Py

har grad (hogst) 2.

Det kan vara vart att nu se specifikt pa vad satsen séger i fallet n = 3. Det finns d& tre mdjligheter:
tre enkelrotter, en enkel- och en dubbelrot eller en trippelrot. Det forsta fallet har vidare tva olika fall
dér vi antingen har tre reella rotter, eller en reell och tva komplexa rotter. Vi illustrerar de olika fallen i
foljande exempel:
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Exempel C.16. Ekvationen y” — y” — 4y’ + 4y = 0 har sekularpolynom p(r) = 73 — 72 — 4r + 4. Vi
kan testa och ser att p(1) = 0, si att (r — 1) &r en faktor, och om vi bryter ut denna far vi p(r) =
(r—=1)(r? —4) = (r — 1)(r — 2)(r + 2). Alltsd har denna ekvation (som &r homogen) den allminna
16sningen

y = Ae® + Be** + Ce 2%,

Notera hir att rotterna ry = 1,79 = 2,13 = —2 alla &r enkelrdtter, och satsen siger att y = Py (z)e® +
Py(2)e?® + P3(x)e™2% dir varje Pj ska ha grad 0, dvs. de &ér konstanter P, = A, P» = B, P3 = C.

Exempel C.17. Ekvationen 3" + y"” — 7y’ — 15y = 0 har sekularpolynom p(r) = 73 + 2 — 7r — 15.
Vi kan testa och ser att p(3) = 0, s& att (r — 3) &r en faktor, och om vi bryter ut denna far vi p(r) =
(r—3)(r?2+4r+5) = (r—3)(r +2+1)(r + 2 — 7). Alltsd har denna ekvation (som #r homogen) den
allménna 16sningen
y = Ae® + Be > cos(z) + Ce " sin(x).

Notera hér att rotterna r;1 = 3,70 = —2 — 4,73 = —2 + ¢ alla ar enkelrétter, och satsen siger att
y = Py(2)e3® + Py(2)el=2797 4 Py(z)e(=2+)7 diir varje P; ska ha grad 0, dvs. de #r konstanter. Men
sedan byter vi till reell form i enlighet med kommentaren ovan (dér vi i detta fall har ¢ = —2 och d = 1).

Exempel C.18. Ekvationen y”' —y"” —4'+y = 0 har sekularpolynom p(r) = 73 —72 —r+1. Vi kan testa
och ser att p(1) = 0, s& att (r — 1) éir en faktor, och om vi bryter ut denna far vi p(r) = (r—1)(r? —1) =
(r —1)2(r + 1). Alltsa har denna ekvation (som &r homogen) den allmiinna lésningen

y = (Az + B)e” + Ce™".

Notera hér att roten 7 = 1 &r en dubbelrot och ro = —1 en enkelrot, si satsen siger att y = Py (x)e” +
Py(z)e~® dér Py har grad (hogst) 1 och P grad 0.

Exempel C.19. Ekvationen y"’ —3y”+3y’ —y = 0 har sekularpolynom p(r) = r3—3r?+3r—1 = (r—1)3.
Alltsé har denna ekvation (som &r homogen) den allménna losningen

y = (Az? + Bz + C)e”.

Notera hér att roten r; = 1 dr en trippelrot, och satsen siger att y = Pj(z)e® dir P; ska ha grad (hogst)
2.

Exempel C.20. Lis differentialekvationen y™® — 2y”" + 5y” = 0.
Losning: Ekvationen dr homogen, sa vi behover bara hitta rétterna till den karakteristiska ekvationen:
P(r)y=r* =20 4+ 502 =r2(r? = 2r +5) =r?((r — 1) +4) = 0 «<—
<= r =0 (dubbel), 1 £ 2i.

Dirmed dr den sokta 16sningen (eftersom e’ = 1 si att (Co + C12)e%® = Cy + C1x)

y = Cp + Crx + €"(Cy cos 2z + C58in 2).

C.3.2 Partikulidransatser

Om vi fatt en linjér differentialekvation med konstanta koefficienter:
L(y) — y(n) + cn_ly(nfl) NI cly/ T ooy = g(:r)

har vi ett mekaniskt sétt att hitta homogenlésningarna gy, enligt ovan (om vi lyckas hitta nollstéllena
till sekularpolynomet vill siga). Precis som for problemet att hitta en primitiv funktion till en given
funktion s &r det langt ifran alla funktioner g(z) ovan saddana att det finns en partikulérlésning som kan
skrivas “som en &ndlig kombination” av elementéra funktioner. Vi kommer bara se pa vissa olika typer
av hogerled och vilka ansatser som da &r lampliga. Idén &ar alltid att reducera problemet till att 16sa ett
linjért ekvationssystem. Och ett allmént tips &r att inte vara riddda for att testa en ansats. Om man gor
fel ansats leder det bara till att man antingen inte far ett linjart ekvationssystem eller ett som saknar
16sningar.
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Vi summerar hér de metoder som ingar i denna kurs, men i praktiken ar det nog for de flesta battre
att ldra sig dessa i samband med explicita exempel, s& detta ska mest ses som en sammanfattning.

e g(z) polynom av grad m: Om k &r det minsta talet sadant att ¢ # 0 (om ¢, = 0 for alla

g
k=1,...,n—1 sitter vi k = n) da ansétter vi

Yp = @™ TF 4+ a2 4 aga®.

e g(x) = q(x)eF®: Substituera y = z(x)e"” och bryt ut e*® for att sedan dela bigge sidor med detta,
och pa sa vis bli av med e**—termen. Detta ger en ny ekvation for z som vi férhoppningsvis kan
hitta en partikulérlésning z, till. Da blir y, = z,e*?.

e Om g(x) = Acos(kx) (alternativt g(z) = Asin(kx)) fungerar det oftast med ansatsen y, =
acos(kz) + bsin(kx). Notera dock att det kan hiinda att cos(kx) &r en homogenlosning och da
fungerar detta ej.

e Resonans: De fall som &r stokigast att hantera dr fallet dd g(x) pd ndgot sitt innehaller en
homogenlésning till ekvationen. Om g(z) = g(z)e*® som ovan (dér k eventuellt dr komplext) da
kan vi fortfarande substituera y = z(z)e*® vilket leder till en ny ekvation for z som tidigare. Detta
fungerar bra diven om e rakar vara en homogenlésning. Men vi kan #ven raka ut for detta om vi har
t ex. g(z) = q(x) cos(kx) (alternativt ¢(z)sin(kx)). Vi kan dock skriva om detta till komplex form:
cos(kz) = Ree™*® (sin(kz) = Ime®*®). Om vi istéllet hittar en partikulirlosning w, till ekvationen

L(w) = g(x)e’™,

da far vi en partikuldrlosning via y, = Rew, (y, = Imw,). Notera att detta dock bygger pa att
koefficienterna i ekvationen &r reella.

e Linjiritet: Om vi har ekvationen L(y) = g1(x) + g2(x) + ... + gr(x), d& kan vi hitta en partiku-
larlésning L(y;) = g;(z) for varje i och sedan sétta y, = y1 +y2 + ... + Yn.

Exempel C.21. Bestdm samtliga I0sningar till differentialekvationen
y/// _ 3y' + 2y =2+ ¢

Lésning: Vi bérjar med homogenlésningarna och ser att sekularpolynomet p(r) = r — 3r +2 har en rot
ir=1,s4 vi kan faktorisera p(r) = (r — 1)(r? +r — 2) = (r — 1)?(r + 2), s& homogenldsningarna &r

yn = (Az + B)e® + Ce 2%,

Eftersom L(y) = y"” — 3y’ + 2y &r linjar kan vi hitta partikuldrlosningar yq,yo till L(y;) = 2 och
L(y2) = €%, och da blir y, = y1 + y2 en partikuldrlésning till L(y,) = 2 + €. Vi kan direkt se att
L(1) = 2, s& y; = 1 fungerar. Nar det géller yo noterar vi att HL &r en homogenlosning, sd vi har
resonans. Vi gor nu darfér substitutionen yo = ze”, vilket efter en direkt utrdkning ger

L(Ze$) — ( " + 3z/l)em — e$7

sa vi far ekvationen 2"’ + 32" = 1. En partikulérlosning far vi om 2/ = 1/3, vilket vi kan integrera upp

och far da (t ex) z, = 22/6, s att y2 = z,6” = r%e”/6. Sa den allméinna losningen ir nu

2
x
y:yh+y1+y2Z(Ax+B)ez+Ce*2x+1+Eef”.
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Exempel C.22. Bestdm alla 16sningar till differentialekvationen

"

vy +y" +4y +4y =2e " + cosz.
Loésning: L(y) = y"' + y" + 4y’ + 4y har det karakteristiska polynomet
p(r)=r* +r2 +4r +4=(*+4)(r+1) = (r +2i)(r — 20)(r + 1),

vilket vi ser genom att gissa roten r = —1 f6ljt av polynomdivision. Saledes ges 16sningarna till den
homogena ekvationen av
yp = Cre™" + Cq cos 2z + C3 sin 2z.

Vi s6ker en partikuldrlosning sa att
L(y;) = xze™".

Vi anséitter y; = ze~*. Genom direkt derivering finner vi att

"

Y= (2 —2)e® Yl =(" =22 +2)e " Yyl =(" =32 +32 —2)e "
Insatt i ekvationen ger detta

L(ze®) = (2" — 32" + 32" —2)e ™™ + (2" =22/ +2)e ™" +4(2 —2)e ™ +4ze” "
_ (Z/// — 2"+ 52')6756,
s&
2" — 22" + 52 = .
Vi soker en partikulérlosning till denna ekvation och ansétter z, = Ax? + Bz, vilket leder till att 104 = 1

1 2 22 2 :
och —4A+5B:07séA:1—0ochB:%.Dérmedérzp:%—i—%ochyl: (i)—k;;)e_l.

For att hitta en partikularlosning till ekvationen L(ys) = cosx kan vi gbra ansatsen yo = C'cosz +
Dsinz, sa

yy = —C'sinz + D cos x, yy = —C'cosw — Dsinx, Yy = Csinz — D cos.

Insatt i ekvationen ger detta
Csinz — Dcosx — Ccosx — Dsinx —4C sinx + 4D cosx + 4C cosx + 4D sinx = cosx
& C—-D—-4C+4D=00och —D—-C+4D +4C =1.
. i 1
Alltsd maste C = D och 3C+3D =1,s4 C =D = 5
Vi har darmed funnit den allménna l6sningen

2
. T 2x
y=uyn+y1 +yo=Cre "+ Cocos2x + C3sin2x + ( +

1
10 25) e "+ 8 (cosz +sinx).
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D Tillampningar av integralkalkyl

D.1 Forelasning 10: Kurvlingd, plan area och volym.
D.1.1 Parameterkurvor

Om 7 : [a,b] — R?, 7(t) = (x(t),y(t)) dir =(t),y(t) dr kontinuerligt deriverbara si later vi 7 (t) =
(@'(t),y'(t)). Vi noterar att for sma h géller

7(t+h) =7@)] = [P ()] - |Al.

Vi infér dérfor kurvelementet (bagelemenetet)

ds = |7'(t)|dt = \/2'(t)? + v/ (t)? dt

och definierar ldngden till parameterkurvan som

s—/abds—/ab|r’(t)|dt—/ab\/mdt.

Speciellt om 7(t) = (¢, f(¢)) (dvs. funktionsgraf), da géiller

5= /b V1T P02,

~ /(Az)? + (Ay)? 1/ Ty

/Om h dr litet) ~ \/(2/(

—y(t)

f f f f T

x(a) x(t) x(t+ h) x(b)

Det &r vért att notera att ofta i tillimpningar betecknar ¢ tiden och 7(¢) en partikels lidge vid tiden ¢,
och d& ar 7 (t) helt enkelt partikelns hastighetsvektor, medan |7/ (¢)| &r storleken pa hastigheten (dvs. hur
fort vi ror oss i den riktning som hastighetsvektorn pekar at). Notera ocksé att det inte ar uteslutet att
kurvan skér sig sjalv, eller att man “gar” fram och tillbaks langs en kurva, sa langden av parameterkurvan
ovan ska alltsa tolkas som den tillryggalagda strackan. Om man dédremot i en uppgift far en geometrisk
kurva som man vill bestimma lingden pa maste man se till att man parametriserar den sa att man bara
ar i varje punkt en gang (forutom eventuellt i punkter déar kurvan “skir” sig sjalv).
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Exempel D.1. Berdkna lingden av parameterkurvan som ges av
a(t) =%, y(t) =t7/3,0 <t < L.

Lésning: Eftersom z/(t) = 2t och y/(t) = t? ges kurvlingden av
1 1
[ VEorEvara- [ Vet
0 0
1
=/0Bsw20/:/ VAT 2 tdt
0

s =t2 1 1
) 1 12 -
= ds = ztdt, = 7/ \/4+5d5 — |:(4+8)3/2:| p— 5\/578
02 =0,12 =1 2Jo 213 o3

5v5 — 8

Svar:

Observera att néstan alla integraler som ror kurvlangd, och detsamma kan sigas om rotationsa-
reor nedan, blir stokiga att hantera da det &r ett rotuttryck i integranden. (Ofta finns det inte ens en
primitiv som gar att skriva pa sa kallad sluten form, dvs. som en &ndlig kombination av elementéra
funktioner. Kurvldngden existerar ju dock i alla fall, och det gar utifran en uppstélld integral att
uppskatta denna numeriskt.)

D.1.2 Area av plana omraden

Om D C R? ér pa formen D = {(z,y) :a < x < b, f(z) <y < g(x)}, da giller att dess area A(D) ges av

b
A(D) = / (9(x) — f(z))d.

Dvs. arean ges av att integrera tvérsnittslangden:

Y

y=g(x)
-
D I(x)

]

D={(z,y):a<x<b flz) <y<g(x)}
A(D) = [} (g(2) = f(@))dz = [} l(z)da

Ibland infor vi dven areaelementet

dA = l(z)dz.
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D.1.3 Volym via integration av tvarsnittsareor

Om K C R? uppfyller att for varje punkt (z,y,2) € K giller a < z < b, samt att tvirsnittsarean lings
z-axeln ges av funktionen A(x) (dvs. den plana méngden {(y, z) : (z,y, 2) € K} har area A(z) for varje
x), da infors volymselementet dV = A(x)dx och volymen V(K) till K ges av

V(K):/ade:/abA(x)dx.

Tvérsnittsarea A(x)

ol

D.1.4 Rotationsvolym

Rotationskroppar uppkommer d& vi roterar ett omrade D, typiskt givet pa formen

(*)D:{(%y)iaﬁxﬁb,f(w)ﬁyﬁg(x)}»

runt en given axel, dir D antas ligga helt pa en sida om denna axel.

D={(z,y):a<z<b flz) <y <g(a)}

I den hér kursen fokuserar vi pa axlar som antingen ar parallella med z-axeln (dvs. pa formen y = ¢)
eller parallella med y-axeln (dvs. pa formen z = ¢). Metoden &r att ta fram formler, med stéd av en
motiverande figur dér alla relevanta storheter framgar, for ett volymselement dV = dV(z), och sedan

blir volymen da
b
| v

dér [a,b] &r granserna for x.
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Rotation kring y = ¢, skivformeln: Denna bygger pa foljande sétt att ta fram dV. Néar det lilla
area-elementet med tjocklek dx och kortaste respektive langsta avstand r och R till rotationsaxeln enligt
nedanstaende figur roteras uppstar en cylinder med tjocklek dz och tvérsnitt som &r en cirkelring enligt
figuren.

Tjocklek dx
™=y

Yttre radie R

Inre radie r

2

J Rotationsanal Tvirsnittsarea mR® — mr
(cirkelskiva omr = 0, cirkelring omr > 0)

Volym dV = (nR? — nr?)dx

Givet att D dr pa formen (%) ovan, om ¢ < f(z) (dvs. rotationsaxeln ligger under D) da blir r = f(z) —¢
och R = g(z) — ¢. Om vi istéllet har g(z) < ¢ (dvs. rotationsaxeln ligger 6ver D) blir det r = ¢ — g(x)
och R=c¢— f(x).
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Exempel D.2. Berikna volymen av den kropp som uppstar da omradet 0 < z < 2, —z? < y < 2?2
roteras ett varv runt y = 4.

Losning:
Y
y=4
x
Nir den bla stolpen i figuren mellan kurvorna y = —z2 och y = z2 roteras ett varv runt y = 4

uppstar en ihalig cirkelskiva med inre radie 4 — 22 och yttre radie 4 + z2. Denna har saledes area
7 (4+22)? —7-(4—22)? = 16m2?. Volymen av rotationskroppen ges av att integrera denna tvirsnittsarea

fran 0 till 2: ) )
1623 128
/ 167rx2dx:7r[ x} :—W.
0 3 o 3

1287

Svar: =5
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Rotation kring z = ¢, cylinderformeln (rérformeln): Denna bygger pa foljande sitt att ta fram
dV. Nar det lilla area-elementet med hdjd h och tjocklek dx roteras uppstar en cylinder, som nér den
klipps upp (approximativt d& dz &r litet) leder till ett ritblock med tjocklek dx och tvérsnittsarea enligt

nedanstaende figur:

Rotationsaxel

; R Tjocklek dx
Tjocklek dx
r~ £
] ’ifffffj mer_égggr\
\?\ : /'f/ o
! . | ]
1 | 1
> Hojd h : : I'
I | 1
: . . 1
R G P e T
aE- : "i_J -
- et
IS e iiiaieita
L
r ot
r
Radie r
Ry
Rotationsaxel Uppklippt: 27Tr
F L]
Hojd h
Area 2nrh

Volym dV = 2nrhdx

Hér kommer héjden h, givet att D ar pa formen (x) ovan, ges av h = g(z) — f(z), medan radien blir
x—comc < a (dvs. om D ligger till hdger om rotationsaxeln) eller ¢ —xz om ¢ > b (dvs. om D ligger till

vénster om rotationsaxeln).

OBS!
e Forsok inte memorera formler utantill, utan lar er hur de tas fram med hjalp av ovanstaende
principer for skiv- respektive cylinderformeln.
e For att fa full podng pa en uppgift om rotationsvolym kravs en principskiss som motiverar
formeln som anvénds.
e Notera att inga ldngder sasom radier och hojder i denna typ av problem nagonsin ska vara

negativa.
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Exempel D.3. Berikna volymen av den kropp som uppstar da omradet 0 < z < 2, —z? < y < 2?2
roteras ett varv runt x = —1.
Losning:

2m(x 4+ 1)

r=—1

Nar den bla stolpen vid x roteras kring # = —1 uppstar en cylinder med omkrets 27(z + 1) (avstandet
mellan 2 och linjen dr z + 1) och héjd 22 — (—2?) = 222, som har area 27 - 222 - (v + 1) = 47 (23 + 2?).
Volymen av rotationskroppen ges av att integrera denna tvérsnittsarea fran 0 till 2:

x4 xgr _ 80w
0 3

2
dm(2® + 2®) do = 4m | — + =
/Ow(a:—l—x)x 7T|:4+3
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D.1.5 Polara koordinater

Kom ihag att en punkt i planet kan skrivas pa formen
(x,y) = (rcos p,rsingp)

dar r ar langden r = |(x,y)| = /22 + y? och ¢ vinkeln mellan “vektorn” och positiva z—axeln.

Area for omraden pa polidr form: Arean till omradet D = {(2,y) : a« < ¢ < 3,0 < r < h(p)}

ges av
Bq )
| shterds.

Detta bygger pa att vi har
1
a4 = $h(p)*dy,

vilket foljer av att for ett litet dy ar h ndstan konstant pa intervallet [, o+ dip] s att den del av omradet
D dar vinkeln ligger mellan dessa grinser approximativt ar en cirkelsektor med vinkel dy och radie h(yp),
som har arean dA:

M
r:h(e?)

Approximativt cirkelsektor
med area dA

v

Exempel D.4. Berdkna arean av omradet som i poldra koordinater ges av olikheterna
0<r<cosp, 0<¢p<mn/4

Lésning: Enligt ovanstaende formel far vi med h(p) = cos ¢ att arean ges av

/4 /4 : /4
/ 1(3032 oy — / cos(2¢p) + 1dgp _ [sm(?gp) + 2@} _ 2+ ™
, 2 A 4 8 . 8
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Langd hos parameterkurvor pa polir form: Liangden till kurvan r = h(y), a < ¢ < 3 ges av

B
/ V@ + 1 (p)2de.

Detta foljer av en direkt utrdkning. Per definition &r parameterkurvan given av x = h(p) cosp,
y = h(p)sinp sa att vi far

ds = /7' (9)? + y'(9)%d = /(I () cos o — h() sin )2 + (I () sin g + h(p) cos p)2dep
= / expandera och anvind trig-ettan. ../ = \/h(p)2 + ' (p)%dep.

Exempel D.5. Kurvan I' ges i poldra koordinater av

r(p) =cosp, 0<p<7/4

Berékna langden av T'.
Losning: Enligt ovanstdende har vi med h(p) = cos(p)

ds = \/h(p)? + h'()2dp = \/(COS )2 + (—sinp)2dp = dp.

w/4
/ dp = 7/4.
0

Sa langden ges av
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D.2 Forelasning 11: Rotationsarea, tyngdpunkter och Guldins regler

D.2.1 Area hos rotationsytor

En rotationsarea uppstar da en kurva roterar kring en axel, dér kurvan antas ligga pa en sida om denna.

I denna kurs fokuserar vi pa grafer, dvs. kurvor pa formen y = f(z), a < z <b.

Precis som for rotationsvolymer ser vi enbart pa axelparallella rotationsaxlar, dvs. antingen = = ¢
eller y = c. I bada fallen handlar det om att ta fram en formel for ett area-element dA = dA(x) som
uppstar da ett litet ds-element av kurvan roterar runt axeln i fraga, och totala arean ges da av

/a b dA(z).

(Notera ocksa att ds(xz) = /1 + f'(z)?dz enligt var formel for kurvldngd av grafer.)
Hér blir skillnaden mellan rotation kring x = c¢ respektive y = ¢ bara hur vi tar fram sjilva radien

nedan, sa vi ndjer oss med att illustrera situationen med rotation kring en axel parallell med z-axeln:

Snett cirkuldrt band

\ﬁégﬁjgmgntds

R s L LT

) Rotationsaxel

Uppklippt:
ds

Area dA = 2mrds

Notera att om vi har axeln y = ¢ s& blir radien » = f(z) — ¢ om grafen ligger ovanfér y = ¢, och

r =c— f(z) om den ligger under.
Om vi istédllet hade haft en axel x = ¢ far vi r = 2 — ¢ om grafen ligger till héger om = = ¢ och

r = ¢ — x om den ligger till vinster om = = c.

OBS!
e Forsok inte memorera nagra formler utantill, utan lar er hur de tas fram med hjélp av ovansta-

ende.

For att fa full podng pa en sadan uppgift krévs en principskiss som motiverar formeln som

anvands.

e Notera att inga langder sasom radien ovan nagonsin ska vara negativa.

41




Exempel D.6. Berdkna arean av den yta som uppstar da kurvan
y=5+z, —-1<z<1

roteras ett varv kring linjen y = 3.

Losning:
Y
/dS/
Y= V :
41 2+
y=3 T TTTTTTITT I

Bagelementet ds ges av
ds = /14y (x)2de = /1 + (1)2dz = V2dz.

Avsténdet fran bagelementet ds(x) till rotationsaxeln y = 3 ges av 2 + x, s& rotationsarean blir

27?/1 (2+x)ds(m):27r/1 2+ 2)V2de

-1 —1

= ... =8/2n.
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Exempel D.7. Berdkna arean av den yta som uppstar da kurvan
y=5+a2, —-1<z<l1

roteras ett varv kring linjen x = 2.

Losning:
Y
y=5+az2 E
3 5
2 { :

Bagelementet ds ges av

ds = /14y (x)?dx =+/1+ (22)2dz = /1 + 422 dx.

Avstandet fran bagelementet ds(x) till rotationsaxeln © = 2 ges av 2 — x, si rotationsarean blir

zﬁ/t@ 2 ds(z) = 27r/11(2 oI 42 do

1 1
=...= 27 [12(4x2—12x+1) 1+4x2+§1n(\/1+4x2—2x)

=27 (2\/5—1— In(2 + \/5)) .

-1
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D.2.2 Tyngdpunkter och Guldins regler

Vi lamnar den “djupare” diskussionen om detta till kursboken, och ndjer oss med att ndmna fallet med
en plan kropp som har konstant densitet och &r pa formen

D={(z,y):a<z<b f(z)<y<gx)}

da ges tyngdpunktens x—koordinat x; av:

_ 2 a(g(a) — f(x))dz
J2(g(@) — f(x))da

Lat nu A(D) beteckna arean till D, dvs.

Antag nu att vi roterar D runt axeln x = ¢, dér ¢ < a. Da vet vi att volymen av den kropp som uppstar
ges av

b

(gla) - f(@))dz ~27c [ (gla) - f(x)) da

a

b

2 [ (&~ o) (ge) - (@) dz =27 /

2nx-A(D) A(D)

= 27(x; — ¢)A(D) = Tyngdpunktens viig vid rotationen - A(D).

Detta forklarar i alla fall i detta specialfall foljande resultat:

g )

Sats D.8 (Guldins regel, area/volym)

Antag att det plana omridet D med area A(D) och tyngdpunkt T, ligger helt och héllet pd en sida

om linjen L i R2. Da ges volymen av den kropp som uppkommer da D roteras ett varv runt L av:
A(D)- (lingden pa T+ :s vdg vid rotationen,).

Rotationsvolym = 27l - A(D)
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Man kan inféra tyngdpunkter fér kurvor med konstant ldngd-densitet ocksa, och har d& ett motsva-
rande resultat for detta fall:

g )

Sats D.9 (Guldins regel, lingd/area)
Antag att den plana kurvan T med lingd L(T) och tyngdpunkt Ty ligger helt och héllet pé en sida om
linjen L i R%2. Dé ges arean av den yta som uppkommer da I' roteras ett varv runt L av:

L(T)- (langden pd Ty :s vdg vid rotationen).

Rotationsarea = 2« - L(T")

Man kan anvéinda dessa resultat genom att tillimpa dem pa smé areaelement av D eller kurvelement av
T" for att fa fram formler for rotationsvolymer eller rotationsareor, men framst ar de anvéandbara ifall det
ar kiant var tyngdpunkten till D respektive I ligger. T ex &r det klart att om D &r en cirkelskiva eller
T" en cirkel, da ligger tyngdpunkten i dess centrum, och om D &r en rektangel a < x < b, c <y < d da
hamnar tyngdpunkten i ((a + b)/2, (¢ + d)/2), dvs. mitt emellan hornen.
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