
TATB08 Envariabelanalys 2 (Del B)
Generaliserade integraler och numeriska serier.

Tomas Sjödin

Nedan går vi igenom teorin och några exempel på materialet som handlar om del B i kursen.
Denna del av kursen är främst lämnad åt självstudier med hjälp av detta material samt videor och
examineras enbart med en hemuppgift i Möbius. Men föreläsning 5 ger en översikt över materialet,
och det finns även ett dedikerat lektionspass där man kan få lite hjälp vid behov.

B1 Generaliserade integraler
I envariabelanalys 1 räknar man lite på generaliserade integraler, och vi kommer titta på några
sådana exempel här också. Men till stor del kommer denna del av kursen snarare handla om att
avgöra ifall en generaliserad integral konvergerar eller inte, samt se på möjliga uppskattningar av
dem, utan att räkna ut värdet explicit. Låt −∞ ≤ a < b ≤ ∞ nedan.

Vi ska nu titta på en integral på formen∫ b

a

f(x) dx.

Vår vanliga definition av integralen (dvs. Riemann-integralen från envariabelanalys 1) kräver att
både intervallet ]a, b[ är begränsat och att integranden f(x) är begränsad på intervallet ]a, b[.
Generaliserade integraler handlar just om att “generalisera” denna integral för att kunna definiera
integralen även i vissa sådana fall.

Fokus är här på att avgöra om en sådan generaliserad integral är konvergent, dvs. om den
har ett väldefinierat och ändligt värde i meningen nedan, snarare än att beräkna värden av
dem. Låt oss först betrakta ett exempel för att se på vilka olika sätt vi kan få problem med en
sådan integral för att motivera definitionerna nedan.

Exempel B1.1. Betrakta funktionen vars graf på intervallet ]0,∞[ ser ut som följer:
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(Vi säger några ord i slutet om just den specifika integrand som är plottad ovan, men vi ska inte
fokusera på denna explicita funktion här, utan vi ska tänka bara på det vi kan utläsa från grafen
och vad som ”potentiellt” sett skulle kunna hända i detta fall.)
Antag att vi vill definiera, om möjligt, ∫ ∞

0

f(x) dx.

De problem vi har då med vår vanliga definition av integralen är både att integranden är
obegränsad samt att integrationsintervallet är obegränsat. Mer precist ser vi att integranden f
blir obegränsad kring den nedre ändpunkten x = 0, men även i en punkt i området då x = 2,
samt att vi har en obegränsad övre gräns. Vi skulle därför säga att integralen är generaliserad i
punkterna 0, 2 och ∞. Det första man skulle göra i ett sådant komplicerat fall vore att stycka upp
integralen i flera delar där vi enbart har att dessa delar är generaliserade i en av ändpunkterna i
vardera av dessa. T ex. i detta fall∫ ∞

0

f(x) dx =

∫ 1

0

f(x) dx+

∫ 2

1

f(x) dx+

∫ 3

2

f(x) dx+

∫ ∞

3

f(x) dx,

där vi identifierat 0, 2 samt ∞ som våra ”problempunkter”, samt infört en punkt 1 mellan 0 och
2, samt en punkt 3 mellan 2 och ∞ för att få integraler som bara är generaliserade i en av
ändpunkterna (och inte inne på integrationsintervallen heller). Angående valet av dessa punkter
1 och 3, notera att om vi t ex valt 1.5 istället för 1 hade vi bara flyttat en del från den andra
integralen till den första, så om man tänker efter lite inser man att värdet (i meningen nedan) inte
påverkas av dessa val. (Dock underlättar valet av 3 i den meningen att vi ser att integranden inte
växlar tecken på intervallet ]2, 3[.)

Om vi börjar med att titta på ∫ 1

0

f(x) dx

så noterar vi att f på detta intervall är positiv, och det vi nu vill att integralen, om den existerar,
ska vara är arean mellan grafen och x-axeln precis som för vanliga integraler. Tanken är nu att
om vi låter 0 < s < 1 då är ∫ 1

s

f(x) dx

väldefinierat för varje sådant s, och om det finns något vettigt värde på denna area borde det fås
genom att låta s → 0+. Det är detta vi skulle ta som vår definition∫ 1

0

f(x) dx = lim
s→0+

∫ 1

s

f(x) dx

förutsatt att gränsvärdet är ändligt. Notera i detta fall, eftersom f(x) är positiv på detta intervall,
så blir värdet större och större ju närmare s är 0, så gränsvärdet existerar alltid i detta fall, men
är eventuellt ∞. Vi skulle även för de andra integralerna på motsvarande sätt definiera, förutsatt
att gränsvärdena existerar och är ändliga∫ 2

1

f(x) dx = lim
t→2−

∫ t

1

f(x) dx, (1)∫ 3

2

f(x) dx = lim
s→2+

∫ 3

s

f(x) dx (2)∫ ∞

3

f(x) dx = lim
t→∞

∫ t

3

f(x) dx. (3)

Notera att uttrycket i HL i (1) blir, eftersom integranden är positiv på detta intervall, större och
större ju närmare t är 2, så gränsvärdet här existerar alltid, men är eventuellt ∞. VL i (2) blir
å andra sidan mindre och mindre ju närmare s är 2 eftersom integranden är negativ på detta
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intervall, så gränsvärdet existerar alltid men är eventuellt −∞. I (3) har vi dock en integrand
som växlar tecken, och situationen är mer komplicerad. Här skulle det eventuellt kunna hända att
uttrycket

∫ t

3
f(x) dx alltid var instängt mellan ändliga gränser men att värdet oscillerade (jämför

t.ex. med fallet
∫ t

3
cos(x) dx = sin(t) − sin(3)) och därför inte existerade på grund av det, det

skulle också potentiellt sett kunna bli ±∞. I fallen där integranden inte växlar tecken (och man
kan då förstås fokusera på fallet med positiva integrander då det är lätt att översätta allt vi gör
för dessa till fallet med negativa integrander) så har vi alltså alltid i någon mening ett värde, och
man kan tolka värdet av integralen med samma typ av area-tolkning som för vanliga integraler.
Dvs. om integranden är positiv är värdet helt enkelt arean mellan grafen och x-axeln, och att vara
konvergent betyder att denna area är ändlig. För negativa integrander blir det istället −arean
mellan grafen och x-axeln.

Skulle det vara så att integranden på intervallet ]3,∞[ kunde skrivas på formen f(x) = f1(x)−
f2(x) där båda funktionerna f1 och f2 är positiva på intervallet, och båda integralerna

∫∞
3

f1(x) dx

och
∫∞
3

f2(x) dx är konvergenta, då skulle även
∫∞
3

f(x) dx =
∫∞
3

f1(x) dx −
∫∞
3

f2(x) dx vara
konvergent och man skulle även i detta fall kunna tolka integralen som ”arean över x-axeln under
grafen”–”arean under x-axeln över grafen” precis som för vanliga integraler, samt så har problemet
då reducerats till att studera fall med positiva integrander. Vad som gör det hela mer komplicerat
här är att gränsvärdet i (3) kan existera även om bägge dessa areor är oändliga. Då kan inte
funktioner som f1, f2 ovan existera dock. Denna typ av fall är något vi inte kommer titta närmare
på i denna kurs, utan vi kommer fokusera på positiva integrander. Hur som helst skulle vi med dessa
definitioner säga att hela integralen är konvergent om alla ovanstående gränsvärden existerar och
är ändliga, samt att värdet av integralen är summan av dessa gränsvärden.

(Den funktion som explicit är plottad ovan har det något komplicerade uttrycket

f(x) =
100
√

|2− x|
(x2 + 100)(2− x)

√
x
+

2 sin(6− x)

6− x
.

Det visar sig att alla gränsvärden ovan faktiskt är ändliga med denna specifika integrand, och de
tre där integranden inte växlar tecken skulle man i princip kunna visa detta för med de metoder vi
kommer titta på nedan. Men den sista integralen (3) är i detta fall mer problematisk att hantera.
Problemet är att detta är just ett exempel där gränsvärdet kan visas existera och är ändligt, men
man kan visa att både arean under grafen som ligger över x-axeln och den del som ligger över
grafen men under x-axeln båda är oändligt stora (så inga funktioner som f1, f2 ovan kan existera),
men att dessa oändligheter i viss mening ”tar ut varandra”.)

Motiverat av ovanstående exempel inför vi nu följande begrepp:

Definition B1.2 (Generaliserad integral). Givet en punkt c där a ≤ c ≤ b, då sägs
integralen ∫ b

a

f(x) dx

vara generaliserad i c om antingen integranden f(x) är obegränsad i varje omgivning till c,
och/eller c = ±∞.

Så i praktiken i princip tre olika fall: antingen att integranden f(x) går mot ±∞ då x → c
(såvida gränsvärdet existerar) eller att c = a = −∞ eller c = b = ∞. En integral sägs vara genera-
liserad om den är generaliserad i minst en punkt. Skulle vi ha en integral som är generaliserad i
mer än en punkt delar vi helt enkelt upp den i flera delar där vardera integral bara är generaliserad
i en ändpunkt och behandlar de var för sig. Så fortsättningsvis nedan kommer vi enbart titta på
fallet att de är generaliserade i en ändpunkt.
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Definition B1.3.

(a) Om integralen
∫ b

a
f(x)dx enbart är generaliserad i b, då säger vi att denna är konver-

gent med värde ∫ b

a

f(x)dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx,

om gränsvärdet i högerledet existerar och är ändligt.

(b) Om integralen
∫ b

a
f(x)dx enbart är generaliserad i a, då säger vi att denna är konver-

gent med värde ∫ b

a

f(x)dx = lim
s→a+

∫ b

s

f(x)dx,

om gränsvärdet i högerledet existerar och är ändligt.

(Om respektive gränsvärde inte existerar, eller är ±∞, säger vi att integralen är divergent.)

• Antagandet i (a) att integralen enbart är generaliserad i b innebär att f(x) på varje intervall

]a, t[ för a < t < b är begränsad och att integralen
∫ t

a

f(x) dx existerar och är ändlig.

• På samma sätt i fallet (b) är f(x) begränsad på varje intervall ]s, b[ för a < s < b och

integralen
∫ b

s

f(x) dx existerar och är ändlig.

Eftersom det är lätt att inse vad man ska göra i mer allmänna fall så länge man förstått följande
två fall ∫ ∞

1

f(x) dx där denna endast är generaliserad i ∞,

respektive ∫ 1

0

f(x) dx där denna endast är generaliserad i 0,

kommer vi oftast titta på dessa två specialfall i första hand.

Sats B1.4 (Jämförelseintegraler)∫ 1

0

1

xα
är
{

konvergent om α < 1
divergent om α ≥ 1.∫ ∞

1

1

xα
är
{

konvergent om α > 1
divergent om α ≤ 1.

Detta följer helt enkelt av att f(x) = 1/xα = x−α har en primitiv funktion given av

F (x) =

{
x1−α/(1− α) om α ̸= 1,

lnx om α = 1.
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Vi ser nu att F (x) → 0 då x → 0+ om 1− α > 0, men att F (x) → −∞ då x → 0+ om 1− α ≤ 0.
Alltså ser vi att

lim
s→0

∫ 1

s

f(x) dx = lim
s→0

(F (1)− F (s)) =

{
F (1) om α < 1,

∞ om α ≥ 1.

På samma sätt ser vi att F (x) → 0 då x → ∞ om 1 − α < 0 men att F (x) → ∞ då x → ∞ om
1− α ≥ 0, så att

lim
t→∞

∫ t

1

f(x) dx = lim
t→∞

(F (t)− F (1)) =

{
−F (1) om α > 1,

∞ om α ≤ 1.

(Observera att F (1) > 0 om α < 1 medan F (1) < 0 om α > 1.)

Generaliserade (konvergenta) integraler är linjära:∫ b

a

(cf(x) + dg(x))dx = c

∫ b

a

f(x)dx+ d

∫ b

a

g(x)dx c, d ∈ R.

B1.1 Positiva integrander
Fallet då f(x) ≥ 0 1 som vi såg exempel på ovan med f(x) = 1/xα, är på många sätt enklare än
om vi har integrander som växlar tecken, för då har vi att gränsvärdena i ovanstående definition
alltid existerar, och integralen är divergent endast om detta blir +∞. (Notera att uttrycken i
högerleden i den definitionen blir större och större ju större t blir respektive ju mindre s blir.)
Framförallt är det också möjligt att tolka integralen även i detta fall som arean mellan grafen och
x-axeln, och att vara konvergent betyder då helt enkelt att denna area är ändlig. Om vi har en
positiv integrand där integralen är divergent tillåter vi oss att skriva∫ b

a

f(x) dx = ∞.

Med denna konvention, och ovanstående area-tolkning blir nedanstående sats, som kallas jämfö-
relseprincipen, närmast självklar:

Sats B1.5 (Jämförelseprincipen)
Om 0 ≤ f(x) ≤ g(x) då gäller att

0 ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

• Om vi har en integral med en positiv integrand f(x) som vi ska visa är konvergent, säg∫ b

a
f(x) dx, då kan vi visa detta om vi lyckas begränsa f(x) uppåt med en integrand g(x)

så att f(x) ≤ g(x) som ovan och vi vet (t ex om vi kan beräkna den) att
∫ b

a
g(x) dx < ∞,

för då måste även
∫ b

a
f(x) dx < ∞, dvs. konvergent.

1Egentligen vore det mer korrekt att säga ickenegativ snarare än positiv här då vi bara kräver f(x) ≥ 0, men
det är standard i dessa sammanhang att kalla detta en positiv integrand trots den ickestränga olikheten.
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• Om vi istället har en integral som vi ska visa att den är divergent får man begränsa den
nedåt istället med något som vi vet är divergent.

• Det är alltså viktigt att först titta på den givna integralen och försöka förstå om den är
konvergent eller divergent, eftersom vi ska uppskatta från olika håll beroende på vad vi ska
visa.

• Vi noterar också att vi från ovanstående inte bara kan visa om en given integral är konver-
gent eller divergent. Om vi har en integral

∫ b

a
f(x) dx som är konvergent, och vi kan hitta

integrander g1(x) ≤ f(x) ≤ g2(x), då kan vi alltså stänga in värdet∫ b

a

g1(x) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g2(x) dx,

så att vi kan få en uppskattning av värdet på integralen såvida vi kan beräkna integralerna
i vänster respektive högerledet ovan.

B1.1.1 Fallet
∫ 1

0
f(x)dx med positiv integrand

Om vi tittar på fallet med positiva integrander på ]0, 1[ som bara är generaliserade i 0 så såg vi
ovan att ∫ 1

0

1

xα
dx

är konvergent om och endast om α < 1. Notera att ju större vi gör α > 0 här desto fortare
går funktionen mot oändligheten då vi låter x gå mot 0. Så arean är ändlig om och endast om
integranden inte går för fort mot oändligheten, där gränsen är precis vid α = 1, då integranden
1/x går för fort för att arean ska bli ändlig. Givet en generaliserad integral∫ 1

0

f(x) dx

som är generaliserad enbart i 0 så handlar det i praktiken oftast om att uppskatta hur fort den går
mot oändligheten då x går mot 0, och det är ganska naturligt då att försöka jämföra med lämplig
multipel av 1/xα för lämpligt val α. Vi illustrerar detta med följande exempel.

Exempel B1.6. Avgör om ∫ 1

0

1 + x√
x+ x2

dx

är konvergent.
Lösning: Vi börjar med att notera att integranden är positiv på intervallet ]0, 1[ och att integralen
endast är generaliserad i 0. Vi noterar också att när x är nära 0 gäller att 1+x ≈ 1 och

√
x+x2 ≈

√
x

i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i täljare respektive nämnare. Alltså borde
integranden bete sig som 1/

√
x nära x = 0, och därför borde integralen vara konvergent. För att

visa detta vill vi nu alltså uppskatta integranden uppåt med något vi vet har en konvergent
integral:

1 + x√
x+ x2

≤ 1 + 1√
x+ 0

=
2√
x

då 0 < x < 1.

Här har vi använt att täljaren på det givna intervallet uppfyller 0 ≤ 1 + x ≤ 1 + 1 helt enkelt
eftersom x ≤ 1, och för nämnaren gäller att

√
x+ x2 ≥

√
x > 0 eftersom x2 ≥ 0.

Alltså får vi

0 ≤
∫ 1

0

1 + x√
x+ x2

dx ≤
∫ 1

0

2√
x
dx = lim

s→0+

[
4
√
x
]1
s
= 4 < ∞.

Så integralen är konvergent.
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Exempel B1.7. Avgör om ∫ 1

0

1 + x

x2 + x3
dx

är konvergent.
Lösning: Vi börjar med att notera att integranden är positiv på intervallet ]0, 1[ och att integralen
endast är generaliserad i 0. Vi noterar också att när x är nära 0 gäller att 1+x ≈ 1 och x2+x3 ≈ x2

i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i täljare respektive nämnare. Alltså borde
integranden bete sig som 1/x2 nära x = 0, och därför borde integralen vara divergent. För att visa
detta vill vi nu alltså uppskatta integranden nedåt med något vi vet har en divergent integral:

1 + x

x2 + x3
≥ 1

2x2
då 0 < x < 1.

Här har vi använt att täljaren på det givna intervallet uppfyller 1 + x ≥ 1 helt enkelt eftersom
x ≥ 0, och för nämnaren gäller att 0 ≤ x2 + x3 ≤ x2 + x2 = 2x2 eftersom x3 ≤ x2 då x < 1.

Alltså får vi ∫ 1

0

1 + x

x2 + x3
dx ≥

∫ 1

0

1

2x2
dx = lim

s→0+

[
−1

2x

]1
s

= ∞.

Så integralen är divergent.

B1.1.2 Fallet
∫∞
1

f(x)dx med positiv integrand

Om vi tittar på fallet med positiva integrander på ]1,∞[ som bara är generaliserade i ∞ så såg vi
ovan att ∫ ∞

1

1

xα
dx

är konvergent om och endast om α > 1. Notera att ju större vi gör α > 0 här desto fortare går
funktionen mot 0 då vi låter x gå mot ∞. Så arean är ändlig om och endast om integranden går
tillräckligt fort mot 0, där gränsen är precis vid α = 1, då integranden 1/x går för sakta mot 0 för
att arean ska bli ändlig. Givet en generaliserad integral∫ ∞

1

f(x) dx

som är generaliserad enbart i ∞ så handlar det i praktiken oftast om att uppskatta hur fort den
går mot 0 då x går mot ∞, och det är ganska naturligt då att försöka jämföra med lämplig multipel
av 1/xα för lämpligt val α. Vi illustrerar detta med följande exempel.

Exempel B1.8. Avgör om ∫ ∞

1

1 + x√
x+ x2

dx

är konvergent.
Lösning: Vi börjar med att notera att integranden är positiv på intervallet ]1,∞[ och att integralen
endast är generaliserad i ∞. Vi noterar också att när x är nära ∞, dvs. stort, gäller att 1+x ≈ x och√
x+ x2 ≈ x2 i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i täljare respektive nämnare.

Alltså borde integranden bete sig som x/x2 = 1/x nära x = ∞, och därför borde integralen vara
divergent. För att visa detta vill vi nu alltså uppskatta integranden nedåt med något vi vet
har en divergent integral:

1 + x√
x+ x2

≥ x

x2 + x2
=

1

2x
då 1 < x < ∞.

Här har vi använt att täljaren på det givna intervallet uppfyller 1 + x ≥ 1 helt enkelt eftersom
1 > 0, och för nämnaren gäller att 0 ≤

√
x+ x2 ≤ x2 + x2 eftersom x2 ≥

√
x då x > 1.
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Alltså får vi ∫ ∞

1

1 + x√
x+ x2

dx ≥
∫ ∞

1

1

2x
dx = lim

t→∞

[
lnx

2

]t
1

= ∞.

Så integralen är divergent.

Exempel B1.9. Avgör om ∫ ∞

1

1 + x

x2 + x3
dx

är konvergent.
Lösning: Vi börjar med att notera att integranden är positiv på intervallet ]1,∞[ och att integralen
endast är generaliserad i ∞. Vi noterar också att när x är nära ∞, dvs. stort, gäller att 1+ x ≈ 1
och x2 + x3 ≈ x3 i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i täljare respektive
nämnare. Alltså borde integranden bete sig som x/x3 nära x = ∞, och därför borde integralen
vara konvergent. För att visa detta vill vi nu alltså uppskatta integranden uppåt med något
vi vet har en konvergent integral:

1 + x

x2 + x3
≤ x+ x

x3
=

2

x2
då 1 < x < ∞.

Här har vi använt att täljaren på det givna intervallet uppfyller 0 ≤ 1 + x ≤ x + x helt enkelt
eftersom 1 ≤ x, och för nämnaren gäller att x2 + x3 ≥ x3 ≥ 0 eftersom x2 ≥ 0.

Alltså får vi

0 ≤
∫ ∞

1

1 + x

x2 + x3
dx ≤

∫ ∞

1

2

x2
dx = lim

t→∞

[
−2

x

]t
1

= 2 < ∞.

Så integralen är konvergent.
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B2 Numeriska serier
När det gäller konvergensfrågan för dessa är det väldigt analogt med teorin för generaliserade
integraler på formen

∫∞
1

f(x)dx som bara är generaliserade i ∞. Kom ihåg att vi definierat (i
envariabel 1) talföljder som funktioner s : N → R, och vi har också definierat vad som menas med
limn→∞ s(n). Oftast skrivs dock sn istället för s(n) när man jobbar med talföljder.

Oändliga serier är på formen

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + . . . ,

där ak är en talföljd, och dessa ska representera en oändlig summa.

Man förknippar med en sådan de så kallade partialsummorna

sn =

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . .+ an,

och man säger att serien är konvergent med summa S om sn → S då n → ∞. Annars säger
man att serien är divergent.

Det vill säga vi undrar om limn→∞
∑n

k=1 ak existerar, så man kan tänka på det hela som en
generaliserad summa.

För att förtydliga hur dessa hänger ihop med generaliserade integraler, notera att om vi inför
trappfunktionen

f(x) = ak då k ≤ x < k + 1,

då gäller att
n∑

k=1

ak =

∫ n+1

1

f(x) dx

och vi har (såvida båda sidorna är konvergenta, eller om termerna är positiva)
∞∑
k=1

ak =

∫ ∞

1

f(x) dx.

y

x

a1

a2

a3

a4

a5

y = f(x)

1 2 3 4 5 6
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Notera att om en serie är konvergent med summa S betyder det per definition att

n∑
k=1

ak ≈ S för alla stora n,

där vad som menas med stora n beror på termerna i serien och hur nära vi vill komma det riktiga
värdet. Man kan för att jämföra med Taylorutvecklingar och feltermer också tänka på det som att
vi kan skriva

∞∑
k=1

ak =

n∑
k=1

ak +

∞∑
k=n+1

ak

där den första ändliga serien är en approximation och den andra oändliga serien en felterm. Om
serien är konvergent kommer feltermen gå mot noll då n → ∞. Notera speciellt att om n − 1 nu
är “stort” så är förstås även n “stort”, vilket innebär att vi måste ha

S ≈
n−1∑
k=1

ak ≈
n∑

k=1

ak =

n−1∑
k=1

ak + an ⇒ an ≈ 0.

Från denna insikt får vi ett resultat som gäller för serier som vi inte riktigt har någon motsvarighet
till för integraler:

Sats B2.1 (Divergenstest)
Om termerna ak ̸→ 0 då k → ∞ så divergerar serien

∑∞
k=1 ak.

Notera dock att det bara säger att det är ett nödvändigt krav för att en serie ska kunna vara
konvergent att termerna går mot noll, det är inte ett tillräckligt krav.

Ett viktigt fall där vi explicit kan beräkna värdet av en serie är i fallet med den geometriska
serien (notera dock nedan att vi startar summan från k = 0 istället för k = 1) :

Sats B2.2 (Geometrisk serie)

∞∑
k=0

qk =
1

1− q
om |q| < 1,

annars divergent.

Detta kan man se gäller eftersom partialsummorna ges av sn = 1+ q + q2 + . . .+ qn, så att vi
får

(1− q)(1 + q + q2 + . . .+ qn) = . . . = 1− qn+1.

Det vill säga om q ̸= 1 får vi

sn =
1− qn+1

1− q
→ 1

1− q
om |q| < 1.

Om |q| ≥ 1 går inte termerna mot noll så divergenstestet ger divergens.
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Exempel B2.3.
∞∑
k=2

2

3k
=

2

32
+

2

33
+

2

34
+ . . .

=
2

32

((
1

3

)0

+

(
1

3

)1

+

(
1

3

)2

+ . . .

)

=
2

9

∞∑
k=0

(
1

3

)k

=
2

9
· 1

1− 1/3
=

1

3
.

Ovan använde vi formeln för geometriska serier med q = 1/3. Notera alltså att det är viktigt i den
formeln att k startar från 0.

B2.1 Uppskattning av serier med integraler och vice versa
För avtagande positiva funktioner finns det ett mycket direkt samband mellan serier och
integraler, för om f : [1,∞[→ [0,∞[ är avtagande, då är det lätt geometriskt att inse att vi för
varje n har följande uppskattningar:

n+1∑
k=2

f(k) ≤
∫ n+1

1

f(x) dx ≤
n∑

k=1

f(k).

För att förklara detta tittar vi på nedanstående bild (där n = 5) och noterar att

6∑
k=2

f(k) = f(2)+f(3)+f(4)+f(5)+f(6) ≤
∫ 6

1

f(x) dx ≤ f(1)+f(2)+f(3)+f(4)+f(5) =

5∑
k=1

f(k).

y

x

f(1)

f(2)

f(3)
f(4)

f(5)

f(2)

f(3)
f(4)

f(5) f(6)

1 2 3 4 5 6

Eftersom vi kan låta n → ∞ överallt och det bevarar olikheterna kan detta användas för att göra
explicita uppskattningar, och speciellt får vi följande sats:

Sats B2.4 (Cauchys integralkriterium)
Om funktionen f : [1,∞[→ [0,∞[ är avtagande så är serien

∑∞
k=1 f(k) och integralen∫∞

1
f(x)dx antingen båda konvergenta eller divergenta.
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Om α > 0 är förstås f(x) = 1/xα avtagande på [1,∞[ så en direkt följd av ovanstående sats
(och resultatet för integraler) ger direkt följande:

Sats B2.5 (Jämförelseserier)

∞∑
k=1

1

kα

är konvergent om α > 1 och divergent om α ≤ 1.

Notera ovan t.ex. med α = 1 att termerna går mot noll, men serien är ändå divergent (d.v.s
omvändningen av divergenstestet gäller ej)! Det divergenta fallet då α ≤ 1 är det inte så mycket
mer att säga om, men notera att ovanstående i fallet α > 1 inte bara ger konvergens, utan vi kan
explicit få uppskattningar som följer, där vi illustrerar med fallet α = 2, men det fungerar förstås
på samma sätt för alla α > 1.

n∑
k=2

1

k2
≤
∫ n

1

1

x2
dx =

[
−1

x

]n
1

= 1− 1

n
→ 1 då n → ∞.

Om vi låter n → ∞ samt lägger till k = 1 får vi
∞∑
k=1

1

k2
= 1 +

∞∑
k=2

≤ 1 + 1 = 2.

På motsvarande sätt har vi
n∑

k=1

1

k2
≥
∫ n+1

1

1

x2
dx = 1− 1

n+ 1
→ 1 då n → ∞.

Alltså har vi visat att

1 ≤
∞∑
k=1

1

k2
≤ 2.

B2.2 Jämförelseprincipen
Även för serier är de som har positiva termer (eller egentligen mer precist, ickenegativa), ak ≥ 0,
lite enklare att hantera, då en serie med positiva termer är divergent om och endast om partial-
summorna sn → ∞ då n → ∞ (notera att sn i dessa fall är en växande funktion av n). Precis som
för integraler skriver vi i de fall vi har en positiv serie som är divergent

∞∑
k=1

ak = ∞

och vi har av samma skäl som för integraler följande jämförelsekriterium

Sats B2.6 (Jämförelsekriteriet)
Om 0 ≤ ak ≤ bk

0 ≤
∞∑
k=1

ak ≤
∞∑
k=1

bk.
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Exempel B2.7. Avgör om
∞∑
k=1

1 + k√
k + k2

är konvergent.
Lösning: Vi börjar med att notera att termerna är positiva. Vi noterar också att när k är nära
∞, dvs. stort, gäller att 1 + k ≈ k och

√
k + k2 ≈ k2 i den meningen att vi plockat ut de ledande

termerna i täljare respektive nämnare. Alltså borde termerna bete sig som k/k2 = 1/k för stora k,
och därför borde serien vara divergent. För att visa detta vill vi nu alltså uppskatta termerna
nedåt med något vi vet har en divergent, dvs. oändlig, summa:

1 + k√
k + k2

≥ k

k2 + k2
=

1

2k
då k ≥ 1.

Här har vi använt att täljaren för k ≥ 1 uppfyller 1 + k ≥ 1 helt enkelt eftersom 1 > 0, och för
nämnaren gäller att 0 ≤

√
k + k2 ≤ k2 + k2 eftersom k2 ≥

√
k då k ≥ 1.

Alltså får vi
∞∑
k=1

1 + k√
k + k2

≥
∞∑
k=1

1

2k
=

1

2

∞∑
k=1

1

k
= ∞,

där vi använt vårt resultat för jämförelseserierna ovan med α = 1. Så serien är divergent.

Exempel B2.8. Avgör om
∞∑
k=1

1 + k

k2 + k3

är konvergent.
Lösning: Vi börjar med att notera att termerna är positiva. Vi noterar också att när k är nära
∞, dvs. stort, gäller att 1 + k ≈ 1 och k2 + k3 ≈ k3 i den meningen att vi plockat ut de ledande
termerna i täljare respektive nämnare. Alltså borde termerna bete sig som k/k3 för stora k, och
därför borde serien vara konvergent. För att visa detta vill vi nu alltså uppskatta termerna
uppåt med något vi vet har en konvergent, dvs. ändlig, summa:

1 + k

k2 + k3
≤ k + k

k3
=

2

k2
då k ≥ 1.

Här har vi använt att täljaren för k ≥ 1 uppfyller 0 ≤ 1 + k ≤ k + k helt enkelt eftersom 1 ≤ k,
och för nämnaren gäller att k2 + k3 ≥ k3 ≥ 0 eftersom k2 ≥ 0.

Alltså får vi

0 ≤
∞∑
k=1

1 + k

k2 + k3
≤

∞∑
k=1

2

k2
= 2

∞∑
k=1

2

k2
< ∞,

där vi använt vårt resultat för jämförelseserierna ovan med α = 2. Så serien är konvergent.

B2.3 Absolutkonvergens.*
I allmänhet är det betydligt stökigare att behandla integraler/serier med integrander/termer som
växlar tecken. Ett mycket viktigt fall är dock de där integrandens absolutbelopp har en ändlig
integral, respektive serier där summan av absolutbeloppen av termerna är ändlig. Då visar det sig
faktiskt att integralen/serien själv också är konvergent och vi har även nedanstående triangelolik-
heter. Det ska dock noteras att det finns integraler/serier (t ex

∫∞
1

sin(x)/x dx eller
∑∞

k=1(−1)k/k)
som är konvergenta men inte absolutkonvergenta enligt nedanstående definition.

Definition B2.9. Om
∫ b

a
|f(x)| dx är konvergent, då sägs

∫ b

a
f(x) dx vara absolutkonver-

gent.
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Sats B2.10 (Triangelolikheten)
Om

∫ b

a
f(x) dx är absolutkonvergent, då är den även konvergent, och vi har:∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)|dx.

Vi kommer dock inte göra så mycket med detta i denna kurs, utan fokuserar på positiva
integrander. Vi nöjer oss med att påpeka att helt analogt med fallet för integraler kan vi införa
begreppet absolutkonvergens och motsvarande resultat gäller för dessa.

Definition B2.11. En serie
∑∞

k=1 ak sådan att
∑∞

k=1 |ak| är konvergent sägs vara absolut-
konvergent.

Sats B2.12 (Triangelolikheten)
En absolutkonvergent serie är konvergent och vidare gäller:∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

|ak|.
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