TATBO08 Envariabelanalys 2 (Del B)
Generaliserade integraler och numeriska serier.

Tomas Sjodin

Nedan gar vi igenom teorin och nagra exempel pa materialet som handlar om del B i kursen.
Denna del av kursen ar framst lamnad at sjélvstudier med hjélp av detta material samt videor och
examineras enbart med en hemuppgift i Mobius. Men foreldsning 5 ger en 6versikt 6ver materialet,
och det finns &ven ett dedikerat lektionspass dér man kan fa lite hjélp vid behov.

Bl Generaliserade integraler

I envariabelanalys 1 rdknar man lite pa generaliserade integraler, och vi kommer titta pa nagra
sddana exempel hér ocksa. Men till stor del kommer denna del av kursen snarare handla om att
avgora ifall en generaliserad integral konvergerar eller inte, samt se pa mdjliga uppskattningar av
dem, utan att rdkna ut viardet explicit. Lat —oo < a < b < 0o nedan.

Vi ska nu titta pa en integral pa formen

/ab f(z)dx.

Var vanliga definition av integralen (dvs. Riemann-integralen fran envariabelanalys 1) kraver att
bade intervallet ]a,b[ &r begrdnsat och att integranden f(x) &r begrdnsad pa intervallet ]a,bl.
Generaliserade integraler handlar just om att “generalisera” denna integral for att kunna definiera
integralen &ven i vissa sddana fall.

Fokus ar har pa att avgéra om en sddan generaliserad integral dr konvergent, dvs. om den
har ett vildefinierat och &dndligt viirde i meningen nedan, snarare &n att beréikna virden av
dem. Lat oss forst betrakta ett exempel for att se pa vilka olika sétt vi kan fa& problem med en
sadan integral for att motivera definitionerna nedan.

Exempel B1.1. Betrakta funktionen vars graf pa intervallet |0, oco[ ser ut som foljer:
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(Vi séger nagra ord i slutet om just den specifika integrand som &r plottad ovan, men vi ska inte
fokusera pa denna explicita funktion hér, utan vi ska tdnka bara pa det vi kan utlédsa fran grafen
och vad som ”"potentiellt” sett skulle kunna hénda i detta fall.)
Antag att vi vill definiera, om méjligt,
(o]
/ f(z)de.
0

De problem vi har d& med var vanliga definition av integralen &r bade att integranden &r
obegriansad samt att integrationsintervallet &r obegrénsat. Mer precist ser vi att integranden f
blir obegrénsad kring den nedre &ndpunkten x = 0, men &ven i en punkt i omradet da =z = 2,
samt att vi har en obegrénsad 6vre grans. Vi skulle darfor séga att integralen &r generaliserad i
punkterna 0,2 och co. Det férsta man skulle gora i ett sadant komplicerat fall vore att stycka upp
integralen i flera delar déar vi enbart har att dessa delar ar generaliserade i en av &ndpunkterna i
vardera av dessa. T ex. i detta fall

OOf(:zc)dx: 1f(nc)daz—i— 2f(:lc)dac—i- 3f(x)dac—k Oof(gc)d:L'7
0 0 1 2 3

dér vi identifierat 0,2 samt oo som vara "problempunkter”, samt infort en punkt 1 mellan 0 och
2, samt en punkt 3 mellan 2 och oo for att fa integraler som bara &r generaliserade i en av
dndpunkterna (och inte inne pé integrationsintervallen heller). Angiende valet av dessa punkter
1 och 3, notera att om vi t ex valt 1.5 istéllet for 1 hade vi bara flyttat en del fran den andra
integralen till den forsta, sd om man ténker efter lite inser man att virdet (i meningen nedan) inte
paverkas av dessa val. (Dock underlittar valet av 3 i den meningen att vi ser att integranden inte
vixlar tecken pa intervallet ]2, 3[.)
1
/ f(x)dx
0

Om vi borjar med att titta pa
s& noterar vi att f pa detta intervall &r positiv, och det vi nu vill att integralen, om den existerar,
ska vara ar arean mellan grafen och z-axeln precis som for vanliga integraler. Tanken &r nu att
om vi later 0 < s < 1 da ar )
/ f(x)dx
S

valdefinierat fér varje sddant s, och om det finns nagot vettigt virde pa denna area borde det fas
genom att lata s — 0T. Det dr detta vi skulle ta som var definition

1 1
/ f(z)dx = lim f(z)dx
0 s—=0t Jg
forutsatt att gransvirdet ar dndligt. Notera i detta fall, eftersom f(z) &r positiv pa detta intervall,
s& blir vardet storre och storre ju ndrmare s ér 0, sa gransvirdet existerar alltid i detta fall, men
ar eventuellt co. Vi skulle &ven fér de andra integralerna pa motsvarande sétt definiera, forutsatt
att grénsvirdena existerar och dr dndliga

/lf(x)da:: lim f(z) dx, (1)

t—27 Jq

/jf(x)d:n lim /ng(w)dx (2)

s—2+

e} t

/ f(@)dz = lim / f(z) da. (3)
3 t— o0 3

Notera att uttrycket i HL i (1) blir, eftersom integranden &r positiv pa detta intervall, stérre och

storre ju nérmare t dr 2, si gransvirdet hir existerar alltid, men &r eventuellt co. VL i (2) blir

& andra sidan mindre och mindre ju ndrmare s ar 2 eftersom integranden &r negativ pa detta



intervall, s& grinsvirdet existerar alltid men &r eventuellt —oo. I (3) har vi dock en integrand
som véxlar tecken, och situationen ar mer komplicerad. Har skulle det eventuellt kunna handa att
uttrycket f3 f(x) dz alltid var instdngt mellan &ndliga granser men att virdet oscillerade (jamfor

t.ex. med fallet f; cos(z) dr = sin(t) — sin(3)) och dérfor inte existerade pa grund av det, det
skulle ocksa potentiellt sett kunna bli +oo. I fallen dér integranden inte véixlar tecken (och man
kan da forstas fokusera pa fallet med positiva integrander da det ar latt att Gversdtta allt vi gor
for dessa till fallet med negativa integrander) si har vi alltsd alltid i ndgon mening ett véirde, och
man kan tolka vdrdet av integralen med samma typ av area-tolkning som for vanliga integraler.
Dvs. om integranden &r positiv ar vardet helt enkelt arean mellan grafen och z-axeln, och att vara
konvergent betyder att denna area &r dndlig. For negativa integrander blir det istdllet —arean
mellan grafen och z-axeln.

Skulle det vara sa att integranden pé intervallet |3, oo[ kunde skrivas pa formen f(z) = f1(z) —
fa(z) dér bada funktionerna f; och fs dr positiva pa intervallet, och bada integralerna f;o fi(z)dx
och [;° fo(z)dx dr konvergenta, da skulle dven [ f(z)dx = [;° fi(z)dx — [~ fo(x) da vara
konvergent och man skulle &ven i detta fall kunna tolka integralen som “arean 6ver z-axeln under
grafen”’arean under z-axeln 6ver grafen” precis som for vanliga integraler, samt sa har problemet
da reducerats till att studera fall med positiva integrander. Vad som gor det hela mer komplicerat
hér &r att gransvirdet i (3) kan existera dven om béagge dessa areor #dr odndliga. D& kan inte
funktioner som f1, fo ovan existera dock. Denna typ av fall dr ndagot vi inte kommer titta ndarmare
pa i demna kurs, utan vi kommer fokusera pa positiva integrander. Hur som helst skulle vi med dessa
definitioner séga att hela integralen &r konvergent om alla ovanstaende griansviarden existerar och
ar dndliga, samt att virdet av integralen dr summan av dessa gransvirden.

(Den funktion som explicit dr plottad ovan har det nagot komplicerade uttrycket

1004/]2 — x| . 2sin(6 — x)

(2 +100)(2 — z)y/x 6—x

flz) =

Det visar sig att alla gransvirden ovan faktiskt &r &ndliga med denna specifika integrand, och de
tre ddr integranden inte véxlar tecken skulle man i princip kunna visa detta for med de metoder vi
kommer titta pa nedan. Men den sista integralen (3) &r i detta fall mer problematisk att hantera.
Problemet ar att detta ar just ett exempel dar gransvirdet kan visas existera och &ar dndligt, men
man kan visa att bade arean under grafen som ligger 6ver x-axeln och den del som ligger 6ver
grafen men under x-axeln bada ar odndligt stora (sa inga funktioner som f1, fo ovan kan existera)
men att dessa odndligheter i viss mening “tar ut varandra”.)

Motiverat av ovanstaende exempel infor vi nu f6ljande begrepp:

( )

Definition B1.2 (Generaliserad integral). Givet en punkt ¢ dir a < ¢ < b, da sdgs

integralen
b
[ f@ds

vara generaliserad i ¢ om antingen integranden f(z) dr obegrinsad i varje omgivning till ¢,
och/eller ¢ = +o0.

S& i praktiken i princip tre olika fall: antingen att integranden f(z) gir mot +oo dd & — ¢
(sévida gransvirdet existerar) eller att ¢ = a = —oo eller ¢ = b = co. En integral séigs vara genera-
liserad om den &r generaliserad i minst en punkt. Skulle vi ha en integral som &r generaliserad i
mer &n en punkt delar vi helt enkelt upp den i flera delar dar vardera integral bara &r generaliserad
i en dndpunkt och behandlar de var for sig. S& fortsdttningsvis nedan kommer vi enbart titta pa
fallet att de ar generaliserade i en &ndpunkt.



Definition B1.3.

(a) Om integralen fab f(z)dx enbart ar generaliserad i b, d& séiger vi att denna &r konver-

gent med virde
b t
/f(x)dx: lim/f(x)da:,
@ t—b= J,

om gransvardet i hogerledet existerar och ar éndligt.

(b) Om integralen f; f(z)dz enbart dr generaliserad i a, d& séger vi att denna &r konver-
gent med virde

b b
/f(:c)dx: lim (z)dz,

s—at Jg

om gransvardet i hogerledet existerar och &r dndligt.

(Om respektive gransvérde inte existerar, eller &r +oo, séger vi att integralen ar divergent.)

e Antagandet i (a) att integralen enbart &r generaliserad i b innebér att f(z) pa varje intervall

t
la,t[ f6r a < t < b &r begridnsad och att integralen / f(z) dx existerar och &r &ndlig.

e P4 samma sitt i fallet (b) &r f(z) begridnsad pa varje intervall ]s,b[ for @ < s < b och

b
integralen / f(z) dx existerar och &r &ndlig.
S

Eftersom det &r latt att inse vad man ska gora i mer allménna fall sa ldnge man foérstatt foljande
tva fall

/ f(x) dz dér denna endast &r generaliserad i oo,
1

respektive

1
/ f(z) dz dér denna endast ar generaliserad i 0,
0

kommer vi oftast titta pa dessa tva specialfall i forsta hand.

e )

Sats B1.4 (JdmfGrelseintegraler)

! o { konvergent om o < 1

0 z divergent om o > 1.

<1 - konvergent om o > 1
.z divergent om o < 1.

Detta foljer helt enkelt av att f(x) = 1/2* = 2~* har en primitiv funktion given av

Fla) = {:L ?/(1—a) oma#l,

Inx om o =1.



Vi ser nu att F(z) - 0daz — 0" om 1 —a >0, men att F(z) - —ooddx — 0" om 1 —a <0.
Alltsa ser vi att

F(1) omac<l,

5—0 00 om « > 1.

lim/ f(z)dx = hm( (1)=F(s)) = {

P& samma sétt ser vi att F'(z) - 0dad  — oo om 1 —a < 0 men att F(z) — oo dd © — 00 om
1—a>0,saatt

—F(1) oma>1,

t—o0 00 om o < 1.

tliglo/l f(z)dx = lim (F(t) — F(1)) :{

(Observera att F'(1) > 0 om o < 1 medan F(1) <0 om a > 1.)

Generaliserade (konvergenta) integraler &r linjéra:

b

/ab(cf(x) +dg(x))dx = c/ab f(z)dx + d/ g(x)dz c,d€R.

a

B1.1 Positiva integrander

Fallet da f(z) > 0! som vi sig exempel pa ovan med f(x) = 1/2%, ir pA manga sitt enklare in
om vi har integrander som véxlar tecken, for da har vi att grénsvirdena i ovanstaende definition
alltid existerar, och integralen &r divergent endast om detta blir +oo. (Notera att uttrycken i
hogerleden i den definitionen blir stérre och storre ju storre ¢ blir respektive ju mindre s blir.)
Framforallt ar det ocksa mojligt att tolka integralen &ven i detta fall som arean mellan grafen och
z-axeln, och att vara konvergent betyder da helt enkelt att denna area dr dndlig. Om vi har en
positiv integrand dér integralen &r divergent tillater vi oss att skriva

/abf(x)d:v=

Med denna konvention, och ovanstaende area-tolkning blir nedanstaende sats, som kallas jAmfo-
relseprincipen, narmast sjalvklar:

( )

Sats B1.5 (JdmfG6relseprincipen)
Om 0 < f(z) < g(x) da galler att

0< /abf(x)dx < /abg(x)dx.

e Om vi har en integral med en positiv integrand f(x) som vi ska visa &r konvergent, sig
f: f(z)dx, da kan vi visa detta om vi lyckas begrénsa f(z) uppat med en integrand g(x)
sd att f(z) < g(x) som ovan och vi vet (t ex om vi kan berdkna den) att fabg(x) dzx < oo,

for da maste dven f: f(z) dz < oo, dvs. konvergent.

IEgentligen vore det mer korrekt att siiga ickenegativ snarare &n positiv hiar da vi bara kriaver f(z) > 0, men
det ar standard i dessa sammanhang att kalla detta en positiv integrand trots den ickestrénga olikheten.



e Om vi istéllet har en integral som vi ska visa att den &r divergent far man begrédnsa den
nedat istillet med nagot som vi vet ar divergent.

e Det ar alltsa viktigt att forst titta pa den givna integralen och férsdka forstd om den ar
konvergent eller divergent, eftersom vi ska uppskatta fran olika hall beroende péa vad vi ska
visa.

e Vi noterar ocksa att vi fran ovanstaende inte bara kan visa om en given integral adr konver-

gent eller divergent. Om vi har en integral ff f(x) dz som dr konvergent, och vi kan hitta
integrander g1 (z) < f(z) < go2(z), d& kan vi alltsd stédnga in virdet

/ab91(x)dsc < /abf(m)dx < /abgz(m)dx,

s& att vi kan fa en uppskattning av viardet pa integralen savida vi kan berdkna integralerna
i vénster respektive hégerledet ovan.

B1.1.1 Fallet fol f(z)dz med positiv integrand

Om vi tittar pa fallet med positiva integrander pa ]0, 1] som bara &r generaliserade i 0 s& sag vi
ovan att

dr konvergent om och endast om a < 1. Notera att ju storre vi gor o > 0 hér desto fortare
gar funktionen mot odndligheten da vi later x ga mot 0. S& arean &r &ndlig om och endast om
integranden inte gar for fort mot oéndligheten, dér grénsen &r precis vid a = 1, da integranden
1/x gar for fort for att arean ska bli andlig. Givet en generaliserad integral

/01 F(z)dx

som &r generaliserad enbart i 0 sa4 handlar det i praktiken oftast om att uppskatta hur fort den gar
mot odndligheten da x gar mot 0, och det adr ganska naturligt da att forsoka jamfora med lamplig
multipel av 1/x® for lampligt val a.. Vi illustrerar detta med féljande exempel.

Exempel B1.6. Avgor om

V14

—d
o vitaz "

ar konvergent.

L6sning: Vi borjar med att notera att integranden &r positiv pé intervallet |0, 1[ och att integralen
endast #ir generaliserad i 0. Vi noterar ocksé att nér z ir néira 0 géller att 14z ~ 1 och /z+2? =~ /7
i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i téljare respektive ndmnare. Alltsa borde
integranden bete sig som 1/4/x ndra x = 0, och darfor borde integralen vara konvergent. For att
visa detta vill vi nu alltsd uppskatta integranden uppat med négot vi vet har en konvergent

integral:

1 1+1 2
T + —dal0<z<l1.

< =
Ve+a? T Jr+0
Hér har vi anvéint att tdljaren pa det givna intervallet uppfyller 0 < 1+ 2 < 1+ 1 helt enkelt
eftersom x < 1, och for ndmnaren géller att /x + x? > Va > 0 eftersom z2 > 0.
Alltsa far vi

s—0t

0</11+xdx</12dx— lim [4/7]! =4 < o0
o VEtar T Ty VBT s '

Sa integralen &r konvergent.



Exempel B1.7. Avgor om
1
1
0 r*+x
ar konvergent.

Losning: Vi borjar med att notera att integranden &r positiv pa intervallet ]0, 1] och att integralen
endast dr generaliserad i 0. Vi noterar ocksa att nir z #r néra 0 giller att 1+ ~ 1 och 2%+ 23 ~ 22
i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i téljare respektive ndmnare. Alltsa borde
integranden bete sig som 1/22 niira z = 0, och dérfér borde integralen vara divergent. For att visa
detta vill vi nu alltsa uppskatta integranden nedat med nagot vi vet har en divergent integral:

1+2x

—_ >
x? 4+ a3 =

1
—da0<az <l
222
Hér har vi anvint att tdljaren pa det givna intervallet uppfyller 1 + 2 > 1 helt enkelt eftersom
x > 0, och fér nimnaren giller att 0 < 22 4+ 2% < 22 4 22 = 222 eftersom 2® < z? da = < 1.

Alltsa far vi . . )
1 1 -1
[ [ a  []
0 x2+ad 0 22 s—0+ | 2 |,

Sa integralen &r divergent.

B1.1.2 Fallet [ f(z)dz med positiv integrand

Om vi tittar pa fallet med positiva integrander pa ]1, oo[ som bara dr generaliserade i oo si sig vi
ovan att

ar konvergent om och endast om a > 1. Notera att ju storre vi gor e > 0 hér desto fortare gar
funktionen mot 0 da vi later x g& mot co. Sa arean &r édndlig om och endast om integranden gar
tillrackligt fort mot 0, dir grénsen dr precis vid aw = 1, d& integranden 1/x gar for sakta mot 0 for
att arean ska bli dndlig. Givet en generaliserad integral

/100 f(z)dzx

som &r generaliserad enbart i co s handlar det i praktiken oftast om att uppskatta hur fort den
gar mot 0 da x gar mot oo, och det &r ganska naturligt da att forsdka jamféra med ldmplig multipel
av 1/x® for lampligt val a. Vi illustrerar detta med foljande exempel.

Exempel B1.8. Avgor om
R

——d
1 VT +a? v

ar konvergent.

Losning: Vi borjar med att notera att integranden &r positiv pa intervallet |1, oo[ och att integralen
endast dr generaliserad i co. Vi noterar ocksé att nar x dr néra oo, dvs. stort, géller att 1+z =~ x och
VZ + 2% ~ 2? i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i tiiljare respektive nimnare.
Alltsa borde integranden bete sig som z/z? = 1/x niira x = oo, och diirfér borde integralen vara
divergent. For att visa detta vill vi nu alltsa uppskatta integranden nedat med nagot vi vet
har en divergent integral:

1+ T 1

> =—dil<z<co.
Vr+az?2 T 22 +22 2z N T

Har har vi anvéint att tédljaren pa det givna intervallet uppfyller 1 + 2 > 1 helt enkelt eftersom
1 > 0, och for nimnaren giller att 0 < \/z + 22 < 2% + 22 eftersom 22 > /x da x > 1.



Alltsa far vi

© 1 * q Inzl"
T da:Z/ —dr = lim | 22| = .
1 Vot a? 1 2z t=oo | 2 |,

Sa integralen &r divergent.

Exempel B1.9. Avgor om
® 14z
— 5 dr
1T Ttz
ar konvergent.

Lo6sning: Vi borjar med att notera att integranden &r positiv pa intervallet |1, co[ och att integralen
endast dr generaliserad i co. Vi noterar ocksa att nér x ar néra oo, dvs. stort, géller att 1 +x ~ 1
och 22 + 23 =~ 2% i den meningen att vi plockat ut de ledande termerna i téljare respektive
nimnare. Alltsa borde integranden bete sig som /23 niira x = oo, och dérfér borde integralen
vara konvergent. For att visa detta vill vi nu alltsd uppskatta integranden uppat med nagot
vi vet har en konvergent integral:

1+ <x+m 2
2423 = 3 T g2

dal <z <oo.

Hér har vi anvant att tdljaren pa det givna intervallet uppfyller 0 < 1 4+ 2 < x + = helt enkelt
eftersom 1 < x, och for ndmnaren géller att 22 4+ 22 > 23 > 0 eftersom x2 > 0.

Alltsa far vi
| ) -21"
OS/ %dmﬁ/ —dezlim [] =2 < 0.
1 ¢tz 1 t=oo | T |4

Sa integralen &r konvergent.



B2 Numeriska serier

Nér det géller konvergensfragan for dessa &r det vildigt analogt med teorin fér generaliserade
integraler pa formen floo f(x)dx som bara &r generaliserade i co. Kom ihéag att vi definierat (i
envariabel 1) talféljder som funktioner s : N — R, och vi har ocksé definierat vad som menas med
lim,, o s(n). Oftast skrivs dock s, istéllet for s(n) nér man jobbar med talfoljder.

Oéndliga serier ér pa formen

o0
Zak:a1+a2+a3+...,
k=1

dér ay ar en talfoljd, och dessa ska representera en odndlig summa.

Man forknippar med en sadan de sa kallade partialsummorna

n
sn:Zak =ai1+az+...+an,
k=1

och man séger att serien &r konvergent med summa S om s, — S da n — co. Annars siger
man att serien dr divergent.

Det vill séiga vi undrar om lim,,_,o Y _, a5 existerar, si man kan ténka pa det hela som en
generaliserad summa.

For att fortydliga hur dessa hénger ihop med generaliserade integraler, notera att om vi infor
trappfunktionen

fl@)=arddk<z<k+1,

da géller att
n n+1
Z ay = / f(z)dx
k=1 1

och vi har (savida bada sidorna #r konvergenta, eller om termerna &r positiva)

gak - /100 (@) da.

as

a2

(€2}

8

as



Notera att om en serie ar konvergent med summa S betyder det per definition att
n
Z ar = S for alla stora n,
k=1

dar vad som menas med stora n beror pa termerna i serien och hur nara vi vill komma det riktiga
vardet. Man kan for att jamfora med Taylorutvecklingar och feltermer ocksé tédnka pé det som att
vi kan skriva

o0 n (o]
E ap = E ap + E ag
k=1 k=1 k=n+1

dér den forsta dndliga serien dr en approximation och den andra oéndliga serien en felterm. Om
serien dr konvergent kommer feltermen ga mot noll da n — oco. Notera speciellt att om n — 1 nu
ar “stort” sa ar forstas dven n “stort”, vilket innebir att vi maste ha

n—1 n n—1
S%E akzg akzg ar + a, = a, ~0.
k=1 k=1 k=1

Fran denna insikt far vi ett resultat som galler for serier som vi inte riktigt har nadgon motsvarighet
till for integraler:

Sats B2.1 (Divergenstest)
Om termerna aj, /4 0 dd k — co sd divergerar serien Y po | a.

Notera dock att det bara sédger att det ar ett n6dvandigt krav for att en serie ska kunna vara
konvergent att termerna gar mot noll, det &r inte ett tillrackligt krav.

Ett viktigt fall dar vi explicit kan berdkna vérdet av en serie &r i fallet med den geometriska
serien (notera dock nedan att vi startar summan fran k = 0 istéllet for k£ = 1) :

( )

Sats B2.2 (Geometrisk serie)

= 1

Y= oml <1
—q

k=0

annars divergent.

Detta kan man se giller eftersom partialsummorna ges av s, = 1 4+q+¢> + ...+ ¢7, sa att vi
far
1—¢)1+qg+¢*+...+¢")=...=1—¢"L.
Det vill séga om ¢ # 1 far vi

1_qn+1 1
Sp = 4 —>1_q0m|q\<1.

Om |g| > 1 gér inte termerna mot noll si divergenstestet ger divergens.

10



Exempel B2.3.

23:2+2+2+...

23k 32 34
1 (LY.

3 3 3

o) k

2 2 1 1

9§:<> =5 T 153

Ovan anvéinde vi formeln f6r geometriska serier med ¢ = 1/3. Notera alltsa att det &r viktigt i den
formeln att k startar fran 0.

B2.1 Uppskattning av serier med integraler och vice versa

For avtagande positiva funktioner finns det ett mycket direkt samband mellan serier och
integraler, for om f : [1,00[— [0, 00[ &r avtagande, da &r det litt geometriskt att inse att vi for
varje n har foéljande uppskattningar:

n+1 n+1 n
S i< [ sde< Y
k=2 1 k=1
For att forklara detta tittar vi pa nedanstéaende bild (dér n = 5) och noterar att

S°F(k) = F2)+F(3)+1(4)+£(5)+ /f Ydo < F)+FR)+FB)+f(O+F5) =S F(k).

k=2 k=1

8

1 2 3 4 ) 6

Eftersom vi kan lata n — oo 6verallt och det bevarar olikheterna kan detta anvéndas for att gora
explicita uppskattningar, och speciellt far vi féljande sats:

Sats B2.4 (Cauchys integralkriterium)
Om funktionen f : [1,00[— [0,00[ dr avtagande sd dr serien Y, | f(k) och integralen

floo f(@)dx antingen bida konvergenta eller divergenta.
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Om o« > 0 &r forstas f(x) = 1/x* avtagande pé [1,00[ s& en direkt f6ljd av ovanstéende sats
(och resultatet for integraler) ger direkt foljande:

( )

Sats B2.5 (Jamforelseserier)

>0 1
> e
k=1

ar konvergent om a > 1 och divergent om o < 1.

Notera ovan t.ex. med o = 1 att termerna gar mot noll, men serien dr dnda divergent (d.v.s
omvéandningen av divergenstestet géller ej)! Det divergenta fallet d& o < 1 &r det inte sd mycket
mer att sdga om, men notera att ovanstaende i fallet & > 1 inte bara ger konvergens, utan vi kan
explicit fa uppskattningar som féljer, dar vi illustrerar med fallet a = 2, men det fungerar férstas
pa samma satt for alla o > 1.

"1 "1 -11" 1 )
Z—zg —de=|—| =1-—-——=1dan— o0
k:2k 1T T |, n

Om vi later n — oo samt lagger till k = 1 far vi

Z%:1+Z<1+1:2
k=1 k=2

n

1 ntl g 1
—>/ —dr=1-— —1dan— oo.
1 +1

Alltsa har vi visat att

1
132532-
k=1

B2.2 Jamforelseprincipen

Aven for serier dr de som har positiva termer (eller egentligen mer precist, ickenegativa), ax > 0,
lite enklare att hantera, da en serie med positiva termer ar divergent om och endast om partial-
summorna s, — 0o dd n — oo (notera att s, i dessa fall dr en vixande funktion av n). Precis som
for integraler skriver vi i de fall vi har en positiv serie som &r divergent

o0
E ap — O
k=1

och vi har av samma skil som for integraler f6ljande jamforelsekriterium

( )

Sats B2.6 (Jamforelsekriteriet)

Om 0 < ap < b
o< S u < S
k=1 k=1
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Exempel B2.7. Avgor om

i 1+ k

= Vk+k?

ar konvergent.

Losning: Vi borjar med att notera att termerna dr positiva. Vi noterar ocksa att nar k &r néra
o0, dvs. stort, géller att 1 + k ~ k och vk + k2 ~ k? i den meningen att vi plockat ut de ledande
termerna i tiljare respektive nimnare. Alltsa borde termerna bete sig som k/k? = 1/k for stora k,

och dérfor borde serien vara divergent. For att visa detta vill vi nu alltsd uppskatta termerna
nedat med nagot vi vet har en divergent, dvs. odndlig, summa:

1+k koo
VE+E2 T k2+k2 0 2k
Hér har vi anvént att tdljaren for £ > 1 uppfyller 1 + k& > 1 helt enkelt eftersom 1 > 0, och for
namnaren géller att 0 < VEk + k2 < k2 + k2 eftersom k2 > Vk da k > 1.
Alltsa far vi

da k> 1.

= 1+k -
Zf_,_kQ—Z Zk o,

dér vi anvéint vart resultat for jamforelseserierna ovan med a = 1. S& serien &r divergent.

Exempel B2.8. Avgor om

1+k
2 13
k:lk +k

ar konvergent.
Losning: Vi borjar med att notera att termerna &r positiva. Vi noterar ocksa att ndr k dr néra
00, dvs. stort, giller att 1 + k ~ 1 och k? + k3 =~ k3 i den meningen att vi plockat ut de ledande
termerna i téiljare respektive nimnare. Alltsd borde termerna bete sig som k/k® for stora k, och
dérfor borde serien vara konvergent. For att visa detta vill vi nu alltsd uppskatta termerna
uppat med nagot vi vet har en konvergent, dvs. dndlig, summa.:

1+k < k+k 3 di k> 1.

k2 + k3 k3 k2
Hér har vi anvént att tdljaren for £ > 1 uppfyller 0 < 1 + k < k + k helt enkelt eftersom 1 < k,
och for nimnaren giller att k% + k3 > k3 > 0 eftersom k2 > 0.
Alltsa far vi

o0

dér vi anvéint vart resultat for jamforelseserierna ovan med o = 2. Sa serien &r konvergent.

B2.3 Absolutkonvergens.*

I allménhet dr det betydligt stokigare att behandla integraler/serier med integrander /termer som
vaxlar tecken. Ett mycket viktigt fall &r dock de dér integrandens absolutbelopp har en &ndlig
integral, respektive serier dar summan av absolutbeloppen av termerna ar dndlig. D4 visar det sig
faktiskt att integralen/serien sjilv ocksa ar konvergent och vi har dven nedanstiaende triangelolik-
heter. Det ska dock noteras att det finns integraler /serier (t ex [, sin(z)/z da eller >_p- | (—=1)¥/k)
som dr konvergenta men inte absolutkonvergenta enligt nedanstaende definition.

Definition B2.9. Om fab |f(z)| dx &r konvergent, da sigs f; f(z) dz vara absolutkonver-
gent.
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Sats B2.10 (Triangelolikheten)
Om fab f(x)dz dr absolutkonvergent, dé dr den dven konvergent, och vi har:

/abf(x)d:z:

< / f@)de.

Vi kommer dock inte gora sd mycket med detta i denna kurs, utan fokuserar pa positiva
integrander. Vi néjer oss med att papeka att helt analogt med fallet for integraler kan vi inféra
begreppet absolutkonvergens och motsvarande resultat géller for dessa.

( 0

Definition B2.11. En serie Y-, aj sddan att >, |ax| ir konvergent sigs vara absolut-
konvergent.

Sats B2.12 (Triangelolikheten)
En absolutkonvergent serie dr konvergent och vidare gdller:

oo o0
IIAES N
k=1 k=1

14



	Generaliserade integraler
	Positiva integrander
	Fallet 01f(x)dx med positiv integrand
	Fallet 1 f(x)dx med positiv integrand


	Numeriska serier
	Uppskattning av serier med integraler och vice versa
	Jämförelseprincipen
	Absolutkonvergens.*


