Riemannsummor

Tomas Sjédin

Linkdpings Universitet

Tomas Sjédin Riemannsummor



Riemannsummor

b
Vill approximera/ f(x) dx.
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b
Vill approximera/ f(x) dx.

a
Satt a = xg, b = xx och stycka upp intervallet [a, b] i k delar
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b
Vill approximera/ f(x) dx.

Sitt a=xp, b= xi och stycka upp intervallet [a, b] i k delar
(k =5 i figuren)
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Vilj sedan punkter a; p& de olika delintervallen [x;_1, x;].
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Vilj sedan punkter a; p& de olika delintervallen [x;_1, x;].

y
y =f(x)
I 4 4 4 4 l X
X0 d1 X1 a2 X2 d3 X3 d4 X4 ds Xp
b k
Nu giller att / f(x)dx ~ Z f(ai)(xi — xi—1).
a i=1
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b k
/ f(x)dx ~ Z f(a))(xi — xi—1).
a i=1
Om |f(u) — f(v)| <4 for alla u, v € [xi_1,x;] for varje i, d.v.s.

skillnaden mellan stérsta och minsta varde for f(x) pa varje intervall
[xi—1, x;]  som hogst §, &r felet i denna uppskattning mindre &n

5-(b—a).
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b k
/ f(x)dx ~ Z f(a))(xi — xi—1).
a i=1

Om |f(u) — f(v)| <4 for alla u, v € [xi_1,x;] for varje i, d.v.s.
skillnaden mellan stérsta och minsta varde for f(x) pa varje intervall
[xi—1, x;]  som hogst §, &r felet i denna uppskattning mindre &n

5-(b—a).
Speciellt om f(x) ar kontinuerlig pa [a, b] ser vi att vi genom att

vilja den maximala langden pa intervallen [x;_1, x;] tillrackligt smé
s& kan vi fa uppskattningen godtyckligt néra integralens varde.
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b k
/ f(x)dx ~ Z f(a))(xi — xi—1).
a i=1

Om |f(u) — f(v)| <4 for alla u, v € [xi_1,x;] for varje i, d.v.s.
skillnaden mellan stérsta och minsta varde for f(x) pa varje intervall
[xi—1, x;]  som hogst §, &r felet i denna uppskattning mindre &n

5-(b—a).

Speciellt om f(x) ar kontinuerlig pa [a, b] ser vi att vi genom att
vilja den maximala langden pa intervallen [x;_1, x;] tillrackligt smé
s& kan vi fa uppskattningen godtyckligt néra integralens varde.
(Det visar sig dock att detta ar sant for alla Riemannintegrabla
funktioner.)
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Definition

Oma=xg<x1<Xxo---<xx=bochxj_1 <a; <x; for alla

k
i=1,2,...,k, d& kallas Z f(a;)(x; — xj—1) for en
i=1

b
Riemannsumma till integralen / f(x)dx.
a
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Om vi later A = {a1, a2, ...ax} da skulle vi informellt kunna skriva

summan
k

> flai)(xi — xi-1) Zf

i=1

dar vi menar att for x = a; ar Ax = x; — x;_1.
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Om vi later A = {a1, a2, ...ax} da skulle vi informellt kunna skriva

summan
k

> flai)(xi — xi-1) Zf

i=1
dar vi menar att for x = a; ar Ax = x; — x;_1.
Nar vi |dter maximala langden p& intervallen [x;_1, x;] g8 mot noll
"6vergédr’ mangden A till hela intervallet [a, b] och f(x)Ax
"Overgdr” till f(x)dx, dar dx ar "infinitesmalt” litet, s& att man kan
tanka pé fab f(x)dx som en slags summering dver x € [a, b] av de
infinitesmalt tunna stolparna med hdjd f(x) och tjocklek dx.

Tomas Sjédin Riemannsummor



Riemannsummor

Om vi later A = {a1, a2, ...ax} da skulle vi informellt kunna skriva

summan
k

> flai)(xi — xi-1) Zf

i=1
dar vi menar att for x = a; ar Ax = x; — x;_1.
Nar vi |dter maximala langden p& intervallen [x;_1, x;] g8 mot noll
"6vergédr’ mangden A till hela intervallet [a, b] och f(x)Ax
"Overgdr” till f(x)dx, dar dx ar "infinitesmalt” litet, s& att man kan
tanka pé fab f(x)dx som en slags summering dver x € [a, b] av de
infinitesmalt tunna stolparna med hdjd f(x) och tjocklek dx.
Eftersom [a, b] inte dr upprékneligt ar det forstés inte en summa
(ens i den mening vi har for oandliga serier), utan ska tolkas som
ett gransvirde av Riemannsummorna.
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Antag att f(x) ar Riemannintegrabel p§ [a, b]. Givet € > 0 finns ett
0 > 0 sidant att

<e

b k
/ F(x)dx — > f(aj)(xi — xi-1)
a i=1

for alla indelningar a = xg < x1 < xp -+ - < x, = b sidana att
xi—xj—1 <06 forallai=1,2,...k, och alla val av punkter
a; € [X,',l,X,'].
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Antag att f(x) ar Riemannintegrabel p§ [a, b]. Givet € > 0 finns ett
0 > 0 sidant att

b k
/ F(x)dx — > f(aj)(xi — xi-1)
a i=1

<e

for alla indelningar a = xg < x1 < xp -+ - < x, = b sidana att
xi—xj—1 <06 forallai=1,2,...k, och alla val av punkter
a; € [X,',l,X,'].

D.v.s. informellt uttryckt, uppskattningen av integralen med en
Riemannsumma kan goras godtyckligt bra bara genom att vilja
langderna p& intervallen i uppstyckningen tillrackligt sma.
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