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2.1

Rita foljande méngder i R2, och beskriv deras inre punkter, yttre punkter och randpunkter:
(a) {(z,y) eR*: 2® +4* <1,y >0} (b) {(x,y) eR?: 2? +2y° <2, 0 < <y}

Beskriv de méngder i xy-planet som ges av = (a) x|+ |yl <1 (b) max(|z|,|y]) <1

Rita de méngder i R? som ges av  (a) 2% + 9% — 22 —4y =11  (b) |z + 2y| = 2
Bestédm inre punkter och randpunkter.

Avgor vilka av méngderna i évningarna 1.1, 1.2 och 1.3 som &r ppna, slutna, begriansade.

Beskriv den méngd i R? som (a) bestdms av olikheterna 2 < %+ y2 <4dochzx<y<2
(b) &r begriinsad och avgrinsas av kurvorna z2 —y? = 2, 2% —y? =4, 2y = 1 och xy = 2

Beskriv den mingd i R? som ges av
(a)z+y+2<1,2>0,y>00chz2>0 (b)2>+3>+22=1,2>0,y>00chz>0
() z? +92 <22 <1—2% ¢ (d) 2> +9y*+22<lochz+y+z=1.

Beskriv skdrningen mellan de tva mingderna i R? som definieras av 2 + y°> — 6y +4 < 0
och 22 +y? — 6z + 6y —2 < 0.

Extrauppgifter:

Rita mingden M och bestdm inre punkter och randpunkter for M da
(A M={rcR:0<x<1} b)M={zcR:22>0} (c)M={zcR:2z>2*+1}
() M ={(z,y) eR?*: 0<ax <1} () M={(z,y) eR*:0<x<1,y=0}

Avgor vilka méngder i 6vning 1.8 som &r 6ppna, slutna, begrinsade.

Har nedanstaende bada mingder i R® nagon gemensam punkt?
{(z,y,2): 22 + 9>+ 2> =22 —22 <0}, {(z,y,2): 2 + > +22 -2y +424+4<0}

Lektion 2: Funktioner

Betrakta funktionen z = f(z,y) = —x + 3.

(a) Fyll i funktionsvirdena i foljande vérdetabell

Yl21-110]1]2
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(b) Rita upp kurvorna z = f(—1,y) i yz-planet respektive z = f(z,2) i zz-planet.

(c) Betrakta funktionsgrafen z = f(x,y) = —z 4+ y* nedan. Kan du identifiera vilka kurvor
som &r utritade pa grafen? Hur forhaller sig punkterna i virdetabellen ovan till dessa
kurvor.



2.2 Beskriv funktionsytorna med ekvation z = f(z,y) och tolka geometriskt om f(z,y) dr

@z+2y—2 () Va2+y? ()’ +y® (d)Vi-22—¢?

2.3 Bestidm definitions- och virdeméngden till funktionen f(x,y) = /22 +y2 —1—2.

2.4 Rita nivakurvorna med ekvation f(z,y) = C for C = -2, =1, 0, 1, 2 om f(x,y) ges av
2 2

@a+2y—2 B+’ -2 (Jay (&) 5+

Forsok att beskriva funktionsytorna utgaende fran nivakurvorna.

diara>0,b>0

2.5 (a) Uttryck punkten (2,2) i poldra koordinater.
(b) Skissa omradet som i poldra koordinater ges av p < 3, —=37/4 < ¢ < —7/2 i xy-planet.
(¢) Skriv om uttrycket till polira koordinater:
3+ :1:2y
2 + y2 :

2.6 (a) Uttryck punkten (1, 1,0) i sfiiriska koordinater.
(b) Skriv om uttrycket till sfiriska koordinater

23

.’E2+y2.

Extrauppgifter:

2.7 Bestém definitions- och virdemiingden till funktionen f(z,y,2) = (In(zz + 1))* 4+ (Vy) "



Lektion 3: Griansvéarden och kontinuitet. 3

3 Lektion 3: Gransvarden och kontinuitet.

3.1 Undersok  lim  f(z,y) da f(z,y) dr

(@:0)=(0.0)
(a) T Ay (b) 2? —2y° (o) z® —2y° @ 2
$2+y2 2x2+y2 2x2+y2 y_xz
3 2 2
3.2 Beriikna (a) sin(2” +y7) i THy+1

| b —
(x,y)lin((),o) 2 4 92 ) (z,y)lin(o,o) In(z? + 2y?)
3.3 Undersok foljande gréansvirden:
_ 2 _ 2
(a) lim . (b)  lim Y
(z,y)—(1,0) 2 + 2y% — 2z + 1 (zy)—(1,0) T2 + 292 — 20 + 1

3.4 Undersok lim x,y,2) da f(z,y,z) ar
<x,y,z>ﬁ(o,o,0)f( y,z) da f(z,y,2)

(a) TYz (b) 322 () T+2y—=z
a) ——— —_—— (¢) —5——=——
22 +y? + 22 z? + 2y? 4 322 322 +y? 4 22
3.5 Beridkna
z? + y?

lim

Vx24y?—oo 2 +x+ yzl

3.6 I vilka punkter ar

2P +y? da(x,y) #(0,0),
f(z,y) = {1 da (z,y) = (0,0),

kontinuerlig? Kan man &ndra virdet av f i eventuella diskontinuitetspunkter sa att f blir
kontinuerlig 6verallt?

3.7 Kan man definiera f(0,0) sa att f blir kontinuerlig i origo ifall f(z,y) utanfor origo ar

sin(z? + y?) (2z 4 y)? 622 + 3y? + 2?y?
(a) 2 2 (b) 2 2 (C) 2 2
ety ¢ + 3y* + 2xy 2x% 4y
Extrauppgifter:

3.8 (a) Visa att ( %lrr} )(xQ +y) = 2 genom att hitta en funktion g definierad néra 0 sadan att
z,y)—(0,2

(2% +y) — 2| < g(p), déir p=+/(x—0)2 + (y — 2)% och ,}igng(p) =0.

2
Visa pa motsvarande satt att b lim sin(z—y)=0 C lim T+ —)=2.
P ®) (z,y)—(0,0) ( 2 (c) (:c,y)—>(1,2)( y)

4

W fOI' (.137 y) 7é (0, 0) Visa att

(a) f(z,y) — 0da (z,y) — (0,0) lings varje rét linje genom (0, 0)
x,y) dnda inte har nagot gransvarde da (z,y) — (0,

b) f da i h A de da 0,0

3.9 Antag att f(z,y) =

3.10 Kan man definiera f i undantagspunkten sa att f blir kontinuerlig dér ifall

() Fep ) = o2 (ey2) £ (0,0,0)

222 4 g2 +—|i-))22
TYZ z .
(b) f(z,y,2) vy for (x,y,2) # (~1,0,0)

T2ty 22z +1




4

4 Lektion 4: Differentierbarhet. Partiella derivator.

4.1 Rikna ut f; och f, da f(z,y) ges av

+
(a) z+ 2%y +2%P +4° (b)) In(l—a2%—22) (c) Y

r—y

4.2 Bestdam de partiella forstaderivatorna av f om f(x,y,z) &r

1
(a) 2232 (b) cos(zy — 2%) (c) ——arctan J
x

NZ;

4.3 Berékna f,,, f,,, f,. och f; for fiovning 4.1a.

4.4 Los foljande system av partiella differentialekvationer i R?:
/o /I xy ! xT
Zy =2r+y Zy = € zZ, = ye
(a){z;x+2y (b){z;ezy (c) z, = 1+e"

4.5 Bestdam alla funktioner v : R® — R sidana att

u, = y+32—3 u, = 1+ ysinzy ul, = 2+ zy?
() { uy =a+2:—2  (b)Q u, =€ +asinzy () { u, = 2%y
u, =2y+3z—1 u, = (1+y+z2)e* u, = yz

4.6 Bestam alla 16sningar z € C%(R?) till foljande partiella differentialekvationer:

0z 0z 0%z
(a)%—o (b)@—o (C)@—O
0%z 0z 0z
(d) awy—O (e) ks (f) 9 = V?

4.7 Bestdm ekvationer for tangentplanen till ytorna med foljande ekvationer och angivna tange-

ringspunkter:
1
(a) z=a%+xy® i (1,2,5) (b) z=¢€**—11 (0,2,0) (c)y=arcsinzz i (1, %7 5)

4.8 Effektutvecklingen P i ett motstand med resistansen R ges som alla vet av

dér U &ar spanningen over motstandet. Antag att U = 10 V och R = 2 Q; vad ar P da?
P = P(U, R) som funktion av U, R uppfyller nu (i de punkter déir P &r differentierbar) att

P(U + AU,R+ AR) — P(U, R) ~ Py(U, R)AU + P4(U, R)AR

om AU och AR #r sma. Baserat pa denna uppskattning, ungefir hur mycket #ndras P om
U okas med 0,3 V och R 6kas med (a) 0,1 2 (b) 0,2 Q ?

4.9 Visa direkt fran definitionen av differentierbarhet att funktionen f, dir f(z,y) = =y, ir
differentierbar i (1, 2).

Extrauppgifter:

4.10 Vi vet att
f e C! = f &r differentierbar = f #r kontinuerlig och partiellt deriverbar.

Vi ska hér se att implikationerna ovan inte ar ekvivalenser.
23 4yt
da 0,0
(a) Beriikna f,(0,0) och f; (0,0) i alla punkter i planet om f(z,y) = { 22 + y? & (z,y) 7 (0,0),
0 da (z,y) = (0,0).
Visa ocksa att f dr kontinuerlig, men inte differentierbar i (0,0) (s& speciellt inte C*).




Lektion 5: Kedjeregeln. Partiella differentialekvationer. 5

(b) Antag att

(z +y)?
fay) = 2ryp B@0 £ 00,
! dé (z,) = (0,0).

0 0 . . . -
Visa att —f och —f existerar 6verallt, men att f #nda inte &dr kontinuerlig i (0, 0).

ox oy

y? arctan %, y #0,
0, y=0,

(¢) Visa att f, déir f(z,y) = ar differentierbar men inte C'.

4.11 Visa att det inte finns nagon funktion z € C? sadan att z/, = yeﬁ’”zy4 och Z; —zetV,

5 Lektion 5: Kedjeregeln. Partiella differentialekvationer.
5.1 Betrakta differentialekvationen z; 4 z, = 0.

(a) Visa att z = sin(z —y) och z = 1+ (x — y)e”“e? bada &r 16sningar till denna ekvation.
(b) Allmént, om z(z,y) = f(x —y) déir f &r en deriverbar funktion av en variabel, berikna
2z, (x,y) och z(x,y), och visa sedan att z dr en 16sning till differentialekvationen.

(c¢) Funktionerna i (a) &r bada av typen i (b); vad dr f i dessa fall?

5.2 Lat f vara en C'-funktion av en variabel och sitt z(x,y) = f(x/y). Berdkna z., och z,, och
2 _ .2

visa att x2, +yz, = 0. Slutligen, kan z(z,y) =

skrivas som f(z/y) for nagot f7
5.3 Antag att z € C'. Uttryck 2, och z;, med hjilp av z}, och z, (och eventuellt  och y) om

(a){u:az+y (b){u:x2_y2 © {u:Qxy

v=1xy v = 2zy v=1/y

5.4 (a) Transformera differentialekvationen i évning 5.1 till nya variabler {Z z ilzv och
finn sedan alla 16sningar till ekvationen.

(b) Om man dessutom vet att z(0,y) =y — cosy for alla y, hur ser 16sningen ut da?

5.5 Betrakta det linjéra variabelbytet (z,y) <> (u,v) som ges av { Z i ix =3,
ou ox ou 0
(a) Berikna . och Y Ar det sant att a—z a—z =17
(b) Lat f € C'. Uttryck or med hjilp av or och — of . Hur kan or #* of trots att z = v?
ox ou v’ dx " Ov

5.6 Bestiam alla z som #r av klass C! i forsta kvadranten och som dér uppfyller

82

o 0z _ +x

61‘ Yo~ ay =Y Yy

genom att inféra nya variabler u = zy? och v = y. Bestdm sedan den 16sning som uppfyller
2(l,y) =e Y for y > 0.

. . . dz 2
5.7 Om z € C? beror pa u och v, som i sin tur beror pa x, uttryck e och pr
x x
. . u = Inz,
och v-derivator av z (och eventuellt variabeln x) om 2

med hjalp av u-

v =x.
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5.9
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Betrakta for z € 2 differentialekvationen

2 — 42;’1/ + 42/ny = 6y.

rx

a) Transformera och 16s ekvationen med hjilp av variabelbytet u = 2z +y, v = .

(
(

)

b) Om man har randvillkoret z(0,y) = e, hur ser l6sningarna ut da?

(¢) Om man har randvillkoren z(0,y) = e ¥ och 2/.(0,y) = 0, bestdm z.
)

(d) Om man har randvillkoren z(0,y) = 0 och 2. (z, —8z) = 0, bestdm 2.

Extrauppgifter:
0?2 . . o 2
Transformera 5 till de nya variablerna i 6vning 5.3a, om z € C*.
oy
Bestiam alla C2-funktioner z(x, %) som loser den partiella differentialekvationen

0%z 0%z 0z

g2 _ 92 2 0, y>0
e y8x8y+8x T 220 y=>0

genom att ga over till de nya variablerna i 6vning 5.3c.
For C*-funktioner z giiller som bekant att de blandade andraderivatorna r lika: zJ/, = 2,

Efter ett variabelbyte (z,y) > (u,v) géller det ocksa: 2!/, = zI’.. Diremot behover det inte
gilla om man blandar variabler fran olika system, vilket vi hér skall se. Visa att

(22)u # (zu)

i det konkreta fallet att variabelbytet ges av u = zy, v = 2/y da & > 0 och y > 0, och att
funktionen z ges av z = xy = u.

Lektion 6: Riktningsderivator. Gradienter. Geometriska
tillampningar
Beriikna gradienten av f om  (a) f(z,9,2) =z +2y+32 (b) f(z,y) = ay’e ™Y
Lat f(x,y) = 2 + 4y.
(a) Rita nivakurvorna f(z,y) = C for C = —16,0, 16,32 i en stor figur. Det riicker om du

tar med de delar av kurvorna som ligger i rektangeln —2 <z <10, —10 <y < 10.

(b) Rita skalenliga vektorer V f(a,b) med fotpunkter i (a,b) = (0,8), (2, 3), (4,—4), (6, —5),
(8, —8); notera att dessa punkter ligger pa nivakurvorna i (a).

(¢) Hur ligger vektorerna V f(a,b) i (b) i forhallande till de nivakurvor f(x,y) = C som gar
genom (a,b)? At vilket hall pekar V f(a,b)? Kan man se en koppling mellan lingderna
av V f(a,b) och hur titt nivakurvorna ligger i nérheten av (a,b)?

Bestédm ekvationer for tangentlinjen och normallinjen i punkten (2, —1) till den kurva som
ges av ekvationen 3+ xy + y3 =5.

Bestiam ekvationer for alla linjer som tangerar ellipsen 2 + 2y + y* = 1 och som gar genom
punkten  (a) (0,2)  (b) (0,0) (c) (~1,0)

Bestéam skérningspunkterna mellan kurvorna 2% — y? = 3 och 2y = 2 och bestéim vinklarna
mellan kurvorna (d.v.s. vinklarna mellan deras tangentlinjer) i dessa punkter.

Bestdm en ekvation for tangentplanet till
(a) ytan 22 + 2y* + 322 = 20 i punkten (3, -2,—1) (b) ytan z = x?y i punkten (-2, 1,4)



Lektion 7: Inversa och implicita funktioner 7

6.7

6.8

6.9
6.10
6.11

6.12

6.13

6.14

7.1

7.2

7.3

7.4

Lat ytan S beskrivas av z = f(x,y), dir f € C'(R?). Ytan kan ocksa beskrivas av sambandet
F(z,y,z) =0, dir F(x,y,2) = f(x,y) — 2.

(a) Beriikna och ge en tolkning av V f(z,y).

(b) Beriikna och ge en tolkning av VF(z,y,2) i de punkter diir F(z,y, z) = 0.

Rikna ut riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = In(z? 4 2y°) i punkten (2,1) och i den
riktning som ges av vektorn  (a) (1/v2,1/v2)  (b) (1,2)

Med vilken hastighet viixer eller avtar zy?z* i punkten (3,2,1) i riktning mot origo?
I vilka punkter pa kurvan zy? = 2 gar normallinjen till kurvan genom origo?

Bestéam alla punkter pa ytan x? + 2% + 322 4+ 22y + 2yz = 1 i vilka ytans tangentplan &r
parallellt med planet ©z — y + 2z = 0.

Bestidm ekvationer for alla plan som tangerar ytan 2? + 2y 4 32? = 6 och som innehaller
punkterna (6, 0,0) och (0, 3,0).

Extrauppgifter:

En o6verhettad isbjorn befinner sig pa ett stort plant isflak utanfér Kvitgya i Svalbard.
Lufttemperaturen 7' [°C] beror pa x och y [km] enligt den nagot mérkliga formeln

6

T(I’7y) = 3arctan(;l:2 —+ y) — 10 — m

Bjornen befinner sig i punkten (1, —2) och lufsar med hastigheten 3 m/s. I vilken riktning
bor den lufsa for snabbast mojliga avkylning, och hur snabbt sjunker temperaturen i denna
punkt och i denna riktning? Svara dels i °C/km, dels i °C/min.

Bestam konstanten C' sa att ytan x2 + 3y? + 422 = C tangerar planet genom punkterna
(0,1,2), (1,3,0) och (5,—1,1).

Lektion 7: Inversa och implicita funktioner

Lat
xr = 3tcos,
y = 2tsin.

och funktionaldeterminanten .
a(t, ) d(t, )

Vad dr funktionalmatrisen och -determinanten fér den linjira avbildning (z,y, 2) — (u, v, w)
som ges av

Bestam funktionalmatrisen

e
I

r+y+ 2z,
v =3x—2y+z,
w=0902—T—Y.

Ar avbildningen inverterbar?

Visa att ekvationen

Py tay=x+y
i nagon omgivning till  (a) (0,0) (b) (0,1) (c) (0,—1) definierar en C*-funktion y(x).
Riikna ocksa ut y'(z) uttryckt i 2 och y, och speciellt y(0) och 3 (0).

Betrakta ekvationen

z® =1+ 3zy*.

(a) Visa att ekvationen i nigon omgivning till (1,0) definierar en C'-funktion z(y), och
beriikna ' (y) uttryckt i y och x(y), samt x(0) och 2’(0). (Eftersom funktionen x> —3xy?
dr C*° blir x(y) ocksa det.)



(b) Beriikna z'(y), uttryckt i y, z(y) och 2’(y), och ange speciellt z”(0). Har z(y) lokalt
extremvirde i y = 07

(¢) Bestdm alla punkter som uppfyller ekvationen men kring vilka ekvationen inte lokalt
definierar C!-funktioner z(y). Definierar ekvationen lokalt C!-funktioner y(z) dir?

7.5 Visa att ekvationen
zy — (z+y)22 +1=tan2z

i nagon omgivning till (1, —1,7) definierar en C'- funktion 2(z,y). Rikna ut z.(z,y) och
2, (x,y) och ange speciellt z(1, =1), (1, =1) och z, (1, —1).

7.6 Visa att ekvationssystemet

r+y+z2 =6,
ryz = 6,

i en omgivning till punkten (1,2,3) definierar C*-funktioner = y) och z(y). Bestdm x(2) och
2(2). Rékna ocksé ut 2’ (y) och 2/(y), och speciellt ’(2) och 2’(2).

7.7 Visa att den del av skdrningen mellan ytorna 2% + y* — 22 = 2 och x + y = 2¢* som ligger
i ett tillrackligt litet klot med mittpunkt i (1,1,0) &r en Cl-kurva som kan parametriseras
med z som parameter. Bestdm ocksa en tangentvektor till kurvan i denna punkt.

Extrauppgifter:

7.8 Lat e vara en konstant, 0 < e < 1, och betrakta ekvationen
t=wv —esinwv.

Visa att ekvationen definierar en stringt vixande C'-funktion v(t) med D, = V, = R.
(Ekvationen kallas Keplers ekvation och &r central vid berékning av planetpositioner; e &r
den elliptiska planetbanans excentricitet.)

7.9 Visa att ekvationen
W+ 2N +a2° =1

definierar en C'-funktion x(y, z) i hela yz-planet. Rikna ocksé ut @, (y, z) och a’,(y, z).

9 Lektion 9: Dubbelintegraler

Om inget annat sdgs 1 uppgifterna avser de exakt berdkning av angiven integral.

9.1 Vi vill fa en uppfattning om storleken pa integralen
dzd
= / / _ddy
p3t+a?—y
dér D &ar kvadraten 0 < x <2, 0 <y < 2.

4
(a) Visa med enkla under- och 6verskattningar att = <I<4

(b) Vilken uppskattning av I far man om man delar upp D i fyra lika stora kvadrater?

9.2 (a) // (x +y)? dedy, dir D = {(z,y) € R*: |z| < 1, |y| < 1}

dxd
// 1_'_:;3_ dér D &r rektangeln med horn i (0,0), (1,0), (1,2) och (0,2)



Lektion 10: Variabelbyten i dubbelintegraler 9

9.3 Lat D vara triangeln i zy-planet som ges av olikheterna 0 < y < 2z < 4. Skriv integralen

// (zy +y?) dzdy

D
ﬁ(ﬂ”) d 5(y)

dels som / / (zy +y*) dy | dz, dels som / / (xy +y?) dx | dy, och rikna se-
af c Y(y)

dan ut den pa Valfrltt sitt.

9.4 (a) // (v — y)e" ¥ dxdy, dir D &r triangeln med hérn i (0,0), (0,2) och (2,2)

D

b) // (242 +9y) dedy, dir D = {(z,y) eR*: z+y> —2,2<0,y <0}
D

c) // eIQd:cdy, dér D begrinsas av striackorna mellan (0,0), (—1,0) och (—1,1)
D

23
(d) // mdxdy, dir D = {(z,y) €R?*: 0 <2 <2y < 1}

dxd
// Qig ddr D &r triangeln med hérnpunkterna (2,0), (2,2) och (4,0)
x x’

2
() // xl—:_ ny dxdy, dir D ges av olikheterna 0 <z <y <1
Y

9.5 //mydxdy,darD—{(xy)6R2 ' <y<3,2>0}

b) / /D x cos \/y dzdy, dér D ges av dubbelolikheten /y < z < 2

c) / /D xy dxdy, dar D &ar den del av enhetscirkelskivan som ligger i fjirde kvadranten
9.6 Lat D vara kvadraten med sidldngd 1 och tva av hornen i (0,0) och (1,1). Berdkna

a) //D |z — y| dady (b)/DmaX(xZ,y)dxdy

Extrauppgifter:

or [ ([ i) o [ ([ amm)

9.8 Berikna / / rydady, dir D #r den begrinsade mingd i R? som avgrinsas av parabeln
D

y? = daz och linjen y = 2z — 4a med en konstant a > 0.

10 Lektion 10: Variabelbyten i dubbelintegraler

Om inget annat sdgs 1 uppgifterna avser de exakt berdkning av angiven integral.

10.1 (a) // e+ dxdy, diar D ar cirkelskivan med centrum i origo och radie 2
z drdy = 2., .2, ,2
// T @149 3/27darD:{(ac,y)€R 4yt <2,2<0}
c) // (z + 2y) dzdy, dir D bestéims av olikheterna 2% + y*> < 1 och z + 2y > 0
D

d) / |x + y| dedy, dir D &r enhetsskivan
D
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10.2 (a) //D(x—|—2y)cos(2x+y)dxdy, dir Dgesav0<z+2y<loch-1<2x+y<1
b) // (x+2y) exp(x —2y) dedy, ddr D dr romben med horn (0, 0), (2, 1), (4,0) och (2, —1)
// clxdy7 dar D bestdms av att 1 <z 4y <2x—4y <3
d) // 22 dady, dér D #r parallellogrammen med hérn i (1,1), (3,2), (4,5) och (2,4)

dzd
// i 325 Y , ddr D #r triangeln med horn (0,0), (1,—1) och (3,1)
x

22 2
10.3 (a) // (x? + y?) dxdy, dir D ar elhpssklvan —+ % <1
D

) // 23 drdy, dir D = {(x,y) € R*: 1 <2? +9y* <9, x > 3y}
D

c) // z dxdy, dir D bestims av 22 +2zy +4y> < 1,2 >0,y > 0
D

10.4 Lat D vara den mingd i 2y-planet som ges av 22 + y* < 2x. Beriikna

o [ @ eraedy @) [[ ViR

Extrauppgifter:

10.5 Berikna // y?siny? dedy, dir D gesav 1 <ay <2och 0 <z <y < 2z.
D

11 Lektion 11: Trippelintegraler

Om inget annat sigs 1 uppgifterna avser de exakt berdkning av angiven integral.

11.1 Lat D vara det axelparallella ritblocket med tva av hornen i (0, 0,0) och (1,2,4) och betrakta
integralen

I= //D(%+y+\/2)dxdydz.

Visa forst med enkla uppskattningar, utan att berdkna integralen att 0 < I < 40. Berékna
sedan integralen exakt.

11.2 /// (22 + y*)zdadydz, dir D ér en cylinder med hojd 2, radie 3 och med z-axeln som
D

symmetriaxel.

11.3 Lat D vara den mingd som begrinsas av paraboloiden z = z® + y2 och planet z = 1. Skriv

integralen
1= /// fz,y, z) dedydz
D

,u) -
dels m.h.a. stavar: I = // (/ flz,y,2) dz> dzxdy (ange D, A(z,y) och B(z,y)),
(zy)

dels m.h.a. skivor: I = / (/ flz,y, 2) dmdy) dz (ange a, b och D),
a D,
och rikna sedan ut den pa valfritt séitt da f(z,y, z) = 23/2? + y2.
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11.4 Lat D vara den méngd som begrédnsas av planet = + y + z = 1 och koordinatplanen. Skriv
drdud b B(z) B(z,y) d
I—/// rayaz som Iz/ / / S S— 3 | dy | dx
1+x+y+z) a a(zx) A(z,y) (1+$+y+z)

och berdkna &ven integralens vérde.
11.5 Beskriv méngden D = {(z,y,2) € R®: 0 < z <y < 2? < 1} genom att projicera den pa
(a) z-axeln och ange alla icke-tomma skivor (chips?) D, for konstant z
(b) y-axeln och ange D, (¢) z-axeln och ange D,
(d) zy-planet och ange alla icke-tomma stavar (pommes?) Dy, for konstant (z,y)
(e) zz-planet och ange D,, (f) yz-planet och ange D,.

11.6 /// s dxdydz, dar D dr méangden i 6vning 11.5.
D 1 + 1'2

11.7 / / / 2z dxdydz, dar D &r den begrinsade méngden i positiva oktanten mellan koordinat-
D

planen, planet y — z = 0 och ytan z = 4 — 2.

11.8 (a) ///(22 — 2% — y?) dadydz 6ver enhetsklotet

22 +y? 422 .. . .
(b) xe dxdydz over den del av enhetsklotet som ligger i halvrummet x > 0

c) /// rdrdydz, dir D = {(z,y,2) e R®: 2?2 + 2 +22<3,0<z <y}
D

11.9 (a) /// (y — x — 2z) dzdydz, dar D &r den parallellepiped som bestdms av de tre dubbel-
D
olikheterna 0 < z4+y+2<1,0<z+2y+32<loch0<z+4y+9z < 1.

b) /// x dxdydz, ddr D #r tetraedern med hérn i (0,0,0),(1,1,0),(1,0,1) och (0,1,1).
D
Extrauppgifter:

11.10 /// (y* 4 2?) dxdydz, dir D &r den cirkulira (enkel)konen med spetsen i origo, z-axeln som
D

symmetriaxel samt h6jd 1 och radie 2. (Vérdet dr konens tréghetsmoment m.a.p. z-axeln)

11.11 /// ye* drdydz, dir D = {(z,y,2) e R*: v —y <z <z +y, |z| + |y| < 1}.
D

12 Lektion 12: Area och Volym.

12.1 Beriikna arean av  (a) D = {(z,y) € R? : |z +2y| + |3z —y| < 1}

(b) den begrinsade méngden mellan kurvorna zy =1, xy = 2, y = 222 och y = 422 i R?
2 g2 2,2

T
12.2 (a) Rékna ut volymen av ellipsoiden —+5 ® + < 1, dér a, b och ¢ ir positiva konstanter.

(b) Vilken volym har méingden innanfor ytan Sw + 2% 4+ 2% + 222 — 2yz = 17

12.3 Berikna volymen av den tetraeder som avgrénsas av planen 2z +y+2 =0, x4+ 2y + z = 0,
r4+y+2z=0o0chzx+y+z=4.

12.4 (a) Bestdm volymen av den del av elliptiska cylindern 922 + 4y < 36 som ligger mellan
planen x +y + 2z =10 och z + y — 2z = 10.

(b) Vilket rymdmatt har den begrinsade mingden mellan paraboloiden z = x? 4 y* och
planet 2 + 2y + z = 17
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12.5 Insidan av ett glas ér en paraboloid z = 22 + 42, dér enheten &r cm. Berikna volymen av en
vitska i glaset da det fylls till hjden 5 cm fran insidans botten.

12.6 Genom en rét cirkuldr kon med hojd h och radie 2a borras ett cylindriskt hal vinkelrdtt
mot konens basyta sa att skdrningen med denna &r en cirkel med en radie i basytan som
diameter, d.v.s. konens symmetriaxel dr en linje som ligger i cylinderns mantelyta. Berdkna
volymen av det som &r kvar av konen.

Extrauppgifter:
12.7 Lat D vara den mingd i positiva oktanten som avgrinsas av ytan x + y°> + z = 1 och

koordinatplanen. Lat V beteckna volymen av D.

(a) Visa att D &ar en del av enhetskuben 0 <z < 1,0 <y < 1,0 < z < 1. Mellan vilka
granser maste V déarmed ligga?

(b) Beriikna V exakt.

12.8 Berikna volymen av D = {(z,y,2) € R*: 2 > y? y > 22 = > 2%}.

12.9 Berékna volymen av skdrningsméngden av  (a) tva cylindrar  (b) tre cylindrar
som har samma radie a > 0 och ligger sa att deras axlar har en gemensam punkt dér de
skér varandra vinkelrétt.

12.10 T ett klot med radie a borras tva cylindriska hal med radie a/2 sa att de tangerar varandra
léngs en linje genom klotets medelpunkt. Berdkna volymen av det som &r kvar av klotet.

13 Lektion 13: Massa och tyngdpunkter

Det kommer inte krdvas att man kan formlerna for massa och tyngdpunkter utantill pa tentan.
Denna lektion dr ocksa tinkt att vara ett uppsamlingstillfille, varfor det dr relativt fa uppgifter.

13.1 Berikna massan av ett halvklot dédr densiteten i en punkt (z,y,z) &r (a) en konstant p
(b) en konstant k ganger avstandet fran (z,y, z) till motsvarande hela klots medelpunkt.

13.2 Berikna massan av innehallet i en 8 m hog cylindrisk silo med radie 3 m, om densiteten &r
(10 — h)(4 — p) kg/m? i en punkt h m fran botten och p m fran silons lodrita axel.

13.3 Bestém tyngdpunkten for ett halvklot dér densiteten (a) #r konstant  (b) i en punkt &r
proportionell mot avstandet fran punkten till motsvarande hela klots medelpunkt.

13.4 Bestéim z-koordinaten for tyngdpunkten for en tetraeder med horn i (0,0, 0), (a, 0, 0), (0, b, 0)
och (0,0, h), ddr a > 0, b > 0 och h > 0, och densiteten #r konstant.
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Lektion 1: Delmingder till R"

1.1 (a) Den slutna 6vre halvan av enhetscirkelskivan.
(b) Tartbiten 7/4 < ¢ < m/2 utskuren ur ellipsskivan z? + 2y* < 2.
Randpunkterna &r punkterna pa de kurvstycken som begrinsar méngderna.

1.2 (a) Kvadraten med horn i (£1,0) och (0, £1), exklusive kvadratens sidor
(b) Kvadraten med hoérn i (£1,£1) (fyra punkter), inklusive kvadratens sidor

1.3 (a) Cirkeln med medelpunkt (1,2) och radie 4.  (b) De tva linjerna z + 2y = £2.
Inre punkter saknas. Randpunkterna &r punkterna i respektive méngd.

1.4 Ovning 1.1 (a) Ej 6ppen; sluten; begrinsad  (b) Ej 6ppen; ej sluten; begrinsad
Ovning 1.2 (a) Oppen; €] sluten; begrinsad (b) Ej 6ppen; sluten; begrinsad
Ovning 1.3 (a) Ej 6ppen; sluten; begriinsad  (b) Ej dppen; sluten; ej begrinsad

1.5 (a) En del av en cirkelring i forsta kvadranten
(b) Tva begridnsade omraden i forsta och tredje kvadranterna som avgrénsas av fyra hy-
perbler.

1.6 (a) Tetraedern med horn i (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) och (0,0,1)
) Den del av enhetssfiren som ligger i positiva oktanten

) En dubbel glass-strut
)

(a
(b
(c
(d) En cirkelskiva vars randcirkel gar genom (1,0,0), (0,1,0) och (0,0, 1), bl.a.

1.7 Punkten (1,1)

1.8 (a) M &r intervallet |0, 1] i R, inre punkter dr ]0, 1[, randpunkter &r 0 och 1
b) M é&r hela R, inre punkter dr hela R, randpunkter saknas
¢) M ir tom, inre punkter saknas, randpunkter saknas
d) M ér en lodrit strimma i R?2. Inre punkter &r alla punkter i M. Randpunkter &r alla
punkter pa linjerna z = 0 och = = 1, som begréansar strimman
(e) M i&r striickan mellan (0,0) och (1,0) i R? utom &ndpunkterna. Inre punkter saknas

och randpunkter dr alla punkter pa striackan inklusive &ndpunkterna

(
(
(
(

1.9 Oppna: (b), (c), (d) Slutna: (b), (¢) Begrinsade: (a), (c), (e)

1.10 Nej

Lektion 2: Funktioner

2.1 (a)

Lol ol L

A= Il

ool w| =

NE=IERES
|| oo (L&
N W =oo N

13
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z=f(-1,y)=1+y"2 z=f(x,2)=—x+4

z z

8l

o

(¢) De kurvor som ritats ut dr z = f(x,c) i planet y = ¢ respektive z = f(c¢,y) i planet
x = c for ¢ = —2,-1,0,1,2. Punkterna i virdetabellen ligger i skirningspunkterna mellan
de olika kurvorna ( punkten (—2,—2, f(—2,—2)) ligger i punkten dir kurvorna z = f(—2,y)
och z = f(x,—2) skir varandra osv.) .

2.2 (a) Ett plan  (b) En (enkel)kon med z-axeln som symmetriaxel och spets (0,0,0)
(c) En paraboloid med z-axeln som symmetriaxel —(d) Ovre halvan av enhetssféren

2.3 Dy = {(z,y) : 2y > 1}, Vi =[-2,00].

2.4 (a) Nivakurvorna #r parallella linjer med normal (1,2). Ytan dr ett plan med normal

(1,2, -1).

(b) Ingen nivakurva for C = —2. C = —1 ger punkten (1,0). C = 0, 1 och 2 ger cirklar
med medelpunkt (1,0) och radie 1, V2 och V/3, respektive. Ytan dr en paraboloid med
vertex i (1,0,—1).

(c) Nivakurvorna ir koordinataxlarna om C' = 0, annars hyperbler med koordinataxlarna
som asymptoter. Ytan #r en hyperbolisk paraboloid (sadelyta).

(d) Inga nivakurvor om C' = —2 eller —1. C' = 0 ger punkten (0,0). C' = 1,2 ger ellipser.
Ytan &r en elliptisk paraboloid (kramad skal).

2.5 (a) p=2V2, p = 7/4.
(b)

(c) pcos® p(cosp + sin ).

2.6 (a)r=V2 o=mn/4,0=1m/2.
cos> 6
b) ——r-.
(b) sin26r

2.7 Dy ={(x,y,2) : xzz > —1 och y > 0}, V; =0, oo].
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Lektion 3: Gransviarden och kontinuitet.

(a) 0 (b) Existerar e (c) 0 (d) Existerar €]
(a) 1 (b) 0 (se efter vad niimnaren och téljaren gar mot)
3 (a) Existerar ¢j (b) 0
(a) 0 (b) 0 (c) Existerar ej
351

3.6 f ir kontinuerlig i alla punkter utom origo. Ja, f(0,0) = 0.
3.7 (a) f(0,0)=1 (b) Nej (c) f(0,0)=3
3.10 (a) Nej (b) f(—=1,0,0) =0
Lektion 4: Differentierbarhet. Partiella derivator.

4.1 (a) f, =1+ 3%y + 2293, fo= 23 4 3%y + 5yt

2z 4y
b / - = / — _
(b) £z 1— a2 —2y%’ Ty 1— 22 —2y?
Yy / €z
C f/ — o> f =
) f (x—y)?*" Y (z—-y)?
4.2 (a) fl = 2xy324, fo= 322yt fl = 4x2y323
(b) f1, = —ysin(zy — 2%), [, = —wsin(zy — 2%), f =2zsin(zy — 2°)
1 Y ’ €T ’ Y
e —— = - = — t =z
) e=~mr e VT wEreve T aaT
()

4.3 f! = 6xy+ 2y°, foy = 322 4 6xy?, fow = 32 4 6xy?, foy = 622y + 2053

15

4 (a) z=a*+ay+y*+C (b) Losning saknas (c) z = y(1 +e*)+C
5 (Qu=ay+3x24+2yz—3x—-2y—2+C O)u=xz+ (y+2)e® —cosaxy+C (c) Saknas
6 (a) z=g(y) (b) z=g(z)  (c) 2= g(y)w& h(y)
(d) z=g(z) + h(y) (e) z=gy)e" (f) z=g(y)e’
(Hér &r g och h godtyckliga C*-funktioner av en variabel)
T 2z 0w 2
4.7 (a) z=Tx+4y—10 (b)z=2z (y=—4+—4+—-——
V3 V36 V3
4.8 P =50 Woch (a) okar med ca 0,5 W  (b) minskar med ca 2 W
4.10 (a)
1 i (0,0), 0 i (0,0),
fo= wtt 302y’ — 2yt annars; Ty = 4y’ + 20 — 2%y annars
(22 + 12)2 ’ (22 + 42)2 :

Lektion 5: Kedjeregeln. Partiella differentialekvationer.

5.1 (b) z,(z,y) = f'(x —y), zy(x,y) = —f'(x—y) (c) f(t) =sint respektive f(t) =1+ te"

Py = )Y ) = (5 1
5.2 Zm(xay)*f(y) ya Zy(xvy)* f(y) yg' Jaa med f(t)*t t

< =8 >
|
N
_|_
<
N
—
=
=
—N
IS
< -8 >
|

= 2wzl +2yz) (© 2l = 2yz,
—2yz! + 2x2)
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5.4 (a) 2z, =0 ger 2 = g(u) = g(x —y), g deriverbar  (b) z =y — z — cos(z — y)

5.5 (a) 2 respektive 0 (b) g = 2? + % Olika saker hélls konstanta (y respektive u)
x u v

5.6 2 = —1—u/v? ger z = xy — y + g(ay?), diir g € C*. z=ay—y+e ¥V

Y dr  zx0u xf)v’ dx? 22 Ou? Oudv v ov? 22 0u ov

5.8 (a) 2/, = 6u — 12v som ger z = 42° + 32%y + x g(22 +y) + h(2z +y) dir g € C*, h € C?
(b) z = 42% + 322y + x g(22 + y) + e *Y” dair g € 2
(c) z = 42> + 322y + 4o (2 + y)e_(%c"’y)2 + e @rty)?
(d) z = 162® + 152y + 3zy* + Cx(2x + y)® (om vi antar att z € C?)

0%z 0%z 0%z 0z

5.9 — — 4+ —
Ou? + Y Dudw + You2 + Ov
92 2 2 _
5.10 25— = =, som ger 2 = — +g(2ay) + h(1/y) = T +§lay) + h(y)

Lektion 6: Riktningsderivator. Gradienter. Geometriska tillimpningar
6.1 (a) (1,2,3) (b) ((v° —2y’)e™", (2zy — 2?y?)e™ ")
6.3 Tangenten 11z + 5y = 17, normalen 5z — 11y = 21
6.4 (a) 2z +y =2 och y — x = 2 (tva tangentlinjer) (b) Finns inga! (c¢) 2z +y = —2
6.5 £(2,1), i bada fallen 7/2
6.6 (a)3z—4y—32=20 (b)4dr—4y+2z= -8

6.7 (a) Vf(x,y) = (f., f;) € R? pekar i den riktning i zy-planet dir f vixer snabbast.
(b) VF(z,y,2) = (f2, f,,—1) € R &r en normalvektor till ytan S.

2v/2 2

6.8 (a) 5~ () =

72
6.9 Den avtar med hastigheten ——= enheter per lingdenhet

V14

6.10 (1,4+V2)

5 4 2
6.11 + ,— ,
(\/ 13 V13 \/13>
6.12 r+2y+32=6ochz+2y—32=6

6.13 Bjornen bor lufsa i en riktning som pekas ut av vektorn (—4,—1). Temperaturen sjunker
5V17/6 ~ 3,4 °C/km respektive 3v/17/20 ~ 0,62 °C/min i denna riktning i punkten (1, —2).

6.14 C =11
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Lektion 7: Inversa och implicita funktioner

3cosy —3tsiny

7.1 Funktionalmatrisen = (281n¢ 2t cos 1)

>, funktionaldeterminanten = 6t

1 1 2
7.2 Funktionalmatrisen = [ 3 —2 1|, funktionaldeterminanten = —35; inverterbar
-1 -1 5
7.3 y'(x) 82° +y— 1 i samtliga del ifte
. x) = ————"—— isamtli uppgifter
y D — g pPg

(a) »(0) =0,y'(0)=—-1  (b) y(0)=1,4(0) =0 (c) y(0) =—1,4'(0) =1

74 () /() = —2WY ) =1, #(0) =0

z(y)? —y*’
22" (y)y + 22(y)  2x(y)y(2x(y)a’(y) — 2y) .
b) 2" (y) = - , 2”(0) = 2, lokalt minimum
N T @w? ) ©
(c) (\‘;i’i\glﬁ) (tva punkter). Ja
2 2
, Yy — 2z , x—z
7.5 = =
2 (@, y) 2(1 + (x4 y)z + tan? 22)’ 2@, 9) 2(1 + (2 +y)z + tan? 22)’
2 2 _
A(1,-1) =, 2(1,-1)=—" ;1, 2(1,-1) = -2 5 !
— — 1 3
76 1 :M / :M 2) — 1 9) — ") = — = (9= _2
P = E2LE ) = EDE )=, )=, @)= g, )=
7.7 (1,—1,0)
, _ 2xy , _ 423
79 z,(y,2) = 5zt +y? + 24 z:(9,2) = Sat +y2 4 24
Lektion 9: Dubbelintegraler
01 (b) 2 <<’
2 3
8 64
9.2 (a) 3 (b) 6In2 —3In3 = lnﬁ
2, 2z 4 2
2 2 2 96
9.3 (zy +y°) dedy = (zy+y)dy ) dz = (zy+y)da | dy = —
D 0 0 0 y/2 3
1. 4 e—1 4 33 32 7 In2
9 . 1
9.5 (a) 1 (b) 128in2 —2cos2 —10 (c) —3
1 3
9.6 — b) —
In(1 2 1 2
9.7 (a) al Z\f) (b) arcsin% — W\8f
45a4

17
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Lektion 10: Variabelbyten i dubbelintegraler

101 (a) 7(e* — 1) (b) —w (c) ¥ (@ %ﬁ
10.2 () 50 m) 2 - 1) (o) B L (@) 1 (e)
10.3 (a) 397” (b) 1219\/5 () %

10.4 (1) 7 ) 2

10.5 3Sin2—si24—28in1

Lektion 11: Trippelintegraler

11.1 Eftersom integranden ir positiv pa D foljer det direkt att 7 > 0. A andra sidan ser vi enkelt
att D har volym 8 och storsta virdet integranden antar pa D &r 5. Alltsa géller I < 8-5 = 40.
Det exakta virdet dr 74/3.

11.2 817(a + 1), dér a &r bottenskivans z-niva

11.3 D ér cirkelskivan 22 4+ y? < 1, A(x,y) = 22 + y? och B(z,y) = 1;
a=0,b=1och D, #r cirkelskivan 2% + y* < z (for fixt z);
a7

Tt

1 1—x l—z—y
it ([ o))
0 0 0 (1+$+y+z)3 2 16

11.5 (a) D, ér triangeln med hérn (2, 0,0), (z,22,0) och (z, 22, 2?); projektionen ir —1 < x < 1.

(b) D, bestar av tva rektanglar: den enas horn &r (1/y,v,0), (1,4,0), (1,y,y) och (/y,y,v),
den andras horn fas genom att byta tecken pa alla xz-koordinater i den forstas; projek-
tionen dr 0 <y < 1.

(c) D, bestar av tva delar: den ena avgrinsas av striickan mellan (v/z, z,2) och (1, z, 2),
striickan mellan (1,z,2) och (1,1,2) och parabelbiten y = z* mellan (v/z, z,2) och
(1,1, 2), den andra delen fas genom att byta tecken pa alla ax-koordinater i den forsta
delen; projektionen ar 0 < z < 1.

(d) D, #r strickan mellan (z,y,0) och (z,y,y); projektionen ir 0 <y < z? < 1.

(e) D,. ér strickan mellan (x, z, z) och (z,2?, 2); projektionen #r 0 < z < 22 < 1.

(f) Dy, ar strickan mellan (—1,y,2) och (—/y,¥y,2) och strickan mellan (\/y,y,z) och
(1,y, 2); projektionen dr 0 < z <y < 1.

11.6 1(1—3 - f)

3\15 4
11.7 ?
18 ) - (1) D (o 22V
11.9 (a) —i (b)%

8 . o
11.10 g, oavsett om konen pekar uppat eller nedat

1
11.11 -
e
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Lektion 12: Area och Volym.

2 In2
12.1 = b) —
@z )
4rabe 47
12.2 b) —
@) T )
12.3 y

9
12.4 (a) 1207 (b) 5
12.5 — cm

1
12.6 a%(% n —6)

9
4
12.7 (@) 0SV <1 (b) V=
12.8 1
7
1643 f
12.9 (a) 63“ (b) 8a3(2 — v2)
3
12.10 292

Lektion 13: Massa och tyngdpunkter

2mpR3 kR*
13.1 (a) m; (b) U 5 (R &r halvklotets radie)

13.2 59527 kg ~ 19 ton

2
13.3 (a) (0, 0, 3;%) (b) (O, 0, f) i ett koordinatsystem dér halvklotet har den plana ytan

i zy-planet och den hogsta punkten pa positiva z-axeln (radien &r R)

h
13.4 —
4



