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C1 Introduktion
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16

Optimering handlar om att givet en reellvird funktion f definierad pa en delméngd D C R™ foérsoka

besvara foljande fragor:

(E1) Avgor om f antar ett storsta (eller minsta) virde pa D.

(E2) Givet att ett storsta (eller minsta) virde antas, bestdm i s& fall detta, samt i vilka punkter det

antas.

e Funktionen f som ska "optimeras” kallas ibland malfunktion.

e Villkoret att  ska ligga i D kallas ibland en begrénsning, eller ett bivillkor.

pa ett speciellt sétt, vilket vi inte kommer tala om i denna kurs.)

(Nér det géller den andra punkten ovan menas oftast nir man séger bivillkor typiskt att D ges

I denna kurs kommer vi enbart titta pa fallet da D &r kompakt, dvs. sluten och begrénsad, och att f
ar kontinuerlig p4 D. Vi paminner om att en kontinuerlig funktion pa en kompakt méngd D alltid
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antar sitt storsta och minsta viarde nagonstans i D. S& under dessa forutséttningar ar alltsa fragan inte
om dessa antas, utan var och vad dessa vérden ar.

Ibland &r vi ocksa intresserade av den lokala fragan om en punkt i nagon ospecificerad omgivning
till denna &r ett maximum eller minimum, vilket da ségs vara en lokal extrempunkt, till skillnad fran
ovanstaende dér vi letar efter globala max och min pé ett givet omrade D.

Vi borjar med definitionen av lokala och globala extrempunkter:

Definition C1.1 (Lokala extrempunkter). Vi siger att f : D — R har ett lokalt maximum
over D i punkten a € D om det finns ett £ > 0 sddant att

f(z) < f(a) for alla £ € DN B(a,¢).

Med omvand olikhet definieras lokala minimum over D.

For lokala extrempunkter kommer vi nedan ta fram en generalisering av andraderivatatestet fran
envariabeln for funktioner i flera variabler, vilket baseras pa Taylorutvecklingar.

( )

Definition C1.2 (Globala extrempunkter). Vi siger att f : D — R har ett globalt maximum
over D i punkten a € D om
f(@) < f(a) for alla T € D.

Med omvéand olikhet definieras globala minimum &6ver D.

Angéaende terminologin har vi ovan valt formuleringen ”6ver” D. En annan ekvivalent formulering
vi kommer anvéinda ar "extrempunkt till f(z) da £ € D", vilket betyder samma sak.

Givetvis dr en global extrempunkt 6ver D ocksa en lokal extrempunkt 6ver D. I optimeringsproblemet
ar vi alltsd framst intresserade av att hitta globala extrempunkter.

Som ett exempel i en variabel kan vi séiga att f(zr) = x? har lokala maximum &ver [—1,3] i bade
—1 och 3, men bara i den senare har vi ett globalt maximum. Notera vidare att mangden D &r valdigt
central i dessa problem. Till exempel om vi byter ut [—1, 3] ovan mot [—2, 4] s& &ndras forstas maxvérdet.
Notera ocksé att varken —1 eller 3 ldngre &r lokala extrempunkter till f 6ver [—2,4].

Det ar ocksa vért att podngtera att optimeringsproblemet oftast kommer formuleras som "Bestam
storsta och minsta virdet av f(z) for £ i D” (det &r d& underforstatt att vi ocksé vill veta var dessa
antas). Detta betyder i si fall samma sak som "Bestdm alla globala extrempunkter till f 6ver D och
funktionsvérdet i dessa”.

Eftersom vi nu alltsé antagit att D &r kompakt och f ar kontinuerlig kan fragorna (E1) och (E2) ovan
formuleras som: bestdm de globala extrempunkter till f 6ver D samt funktionsvirdena i dessa (dvs. vad
ar max/min). Det kan mycket vél finnas mer &n en punkt dér ett globalt maximum/minimum antas. Om
till exempel f ar konstant &r alla punkter a € D bade globala maximum och globala minimum till f.

Vi kan borja med ett illustrerande exempel dédr vi direkt kan se svaret pa fragorna:

Exempel C1.3. Bestim storsta och minsta viirdet av f(z,y) = 2 + 4y? &ver omradet

D ={(z,y) : 2* + 4y* < 4}.



oD

Vi kan hér direkt se frin grafen att vi har ett globalt minimum 0 = f(0,0) i origo, som &r en inre punkt
till D, och ett globalt maximum 4 = f(a,b) i alla punkter (a,b) pa 0D.

Vi kan alltid dela upp D = D°U 9D déir D° ér de inre punkterna till D och dD randpunkterna. (Notera
att vi inte utesluter att D &r tom, till exempel om D &r en kurva i tva eller fler dimensioner. Randen
0D &r aldrig tom om D &r kompakt.)

Det finns nu tre olika méjligheter for en extrempunkt a till f Gver D:

(K1) @ € D° och f ar inte differentierbar i a,
(K2) a € D°, f &r differentierbar i @ och V f(a) = 0,
(K3) a € 0D, och f har en lokal extrempunkt 6ver 9D.

Notera att vi inte siger omvindningen att alla punkter som uppfyller (K1), (K2) eller (K3) ovan &r
globala extrempunkter, utan bara att alla extrempunkter maste uppfylla nagot av dessa, vilket ger oss
ett sitt att systematiskt forsoka hitta kandidater till globala extrempunkter.

Vi kommer i denna kurs inte fokusera pa punkterna i (K1), utan kommer anta att f ar differentierbar
iDe°.

Niir det giller (K2) s& kallas punkter som uppfyller Vf(a) = 0 stationira eller kritiska. Att vara
stationdr ar for en punkt i D°, som vi ska se nedan, ett nodvindigt (men inte tillriackligt) krav for att
kunna vara en extrempunkt. Det dr dock inte ett krav pa D (jamfér med ovanstiende exempel dér
minimum togs i en inre punkt dar gradienten &r noll, medan den inte &dr noll pa randen dar maximum
antas).

Néar det géller undersokningen av randpunkterna blir det forsta steget att forst (eventuellt) dela upp
randen i bitar som man sedan behandlar var och en for sig. Denna behandling kommer vi i denna kurs
gora via en lamplig parametrisering av randen, vilket da reducerar problemet for dessa till ett i farre
variabler.

C2 Taylors formel. Lokala extrempunkter

Vi kommer nedan vara intresserade av att forsta en reellviard funktion f lokalt kring en inre punkt a
till f:s definitionsomrade, sa det ar ett stdende antagande i detta kapitel att a &r en sddan punkt.



C2.1 Polynom i flera variabler

Ett polynom i tva variabler &r en funktion som kan skrivas som en (dndlig) linjirkombination av termer
pa formen x*y', dir k,l &r icke-negativa heltal. Graden av z¥y' &r k + [, och graden av ett polynom
definieras som den hogsta graden av dess termer. Sa t ex. ar

plx,y) = 32° + 42”y* +o°

ett polynom av grad 6 (mittentermen har hogsta grad 2 + 4).
Polynom av flera variabler definieras pa ett analogt sitt, sa t ex. &r

p(x,y, 2) = 322z — 4yz® + Toy32*

ett polynom av grad 1 4+ 3 + 4 = 8 i tre variabler.

C2.2 Taylors formel

Givet en reellvird funktion f av n variabler sa definierar vi det k:te Taylorpolynomet till f i en punkt
a € R™ som det unika polynom p; av grad hogst k och sadant att pi och alla dess partialderivator upp
till och med ordning k &r lika med motsvarande for funktionen f i punkten a. Foljande sats kan visas,
som generaliserar satsen fran envariabelanalysen:

e )

Sats C2.1 (Taylor)
Om f har kontinuerliga partialderivator i en omgivning till @ upp till och med grad k + 1 sa gdller

(x)  f(@) = pi() +b(@)|Z —a|**,

dar py, ar det k :e Taylorpolynomet till f i @ och b(T) dr begrinsad i ndgon omgivning till a.
Vidare ar py, det enda polynomet av grad < k som uppfyller (x).

Vi anvénder ibland ocksa begreppet stora ordo:
b(@)z —al**' = 0|z —a**)

om b(Z) ar begrinsad nira a. Ordokalkyl dr dock ingen stor del av denna kurs, men kan ibland vara
anvandbart for att fa fram utvecklingar via standardutvecklingar fran envariabelanalysen. Det kan vara
virt att notera att vi t ex. i tvd dimensioner har, eftersom |z| < |(z,y)| och |y| < |(z,y)|,

ey | = lell= [yl < lel| (2, 9)*|(z, 9)I" = el| (@, »)I*" = O, y)[*).

Det vill siiga alla termer av ordning k + [ ir O(|(z,y)|**!) = O(p**!). Motsvarande kan siigas #ven i
hogre dimensioner, samt for andra punkter &n origo.

Formeln for p; i allménhet ar lite stokig, och vi kommer frimst vara intresserade av k = 2 for
att gora lokala undersékningar. I tva variabler ges andra ordningens Taylorpolynom ps till f i (a,b) av

pa(e) = flab)+ gl —a)+ 5@ -0+
2 2 2
3 @0@ -~ 0%+ 2 (b - -0+ 555 b - b

Exempel C2.2. Om vi tittar pa f(z,y) = 2>+322+y? far vi efter lite riknande f(1,1) =5, f.(1,1) = 5,
(L) =2, fI7.(1,1) =8, f,(1,1) =0 och f (1,1) = 2. Alltsa géller att Taylorpolynomet av ordning
2 till f1(1,1) ges av

po(z,y) =54+5(x—1)+2(y—1) +4(z— 1)? + (y — 1)

Hér nedan ar en plot av f och po:
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Precis som i en variabel ir det ofta, sdvida inte (a,b) = (0,0), virt att gora ett variabelbyte: © = a+h
y = b+ k sa att vi far Taylors formel:

fla+hb+k) = f(a,b)+
of of
g (@ 00+ 5o (0, bk +
Lf oy OPf LS o i
+5 7 (@ D)k + 6x8y(a’ b)hk + 58—112(‘“’)"7
+O(|(h, k)P).

Notera att den tredje raden ovan kan skrivas péa formen

10%f 0% f 10%f

5 55z (@ DR + Sy @Dk + 555 b)k* =
1 g_wé(aﬂb) %6%(0’71)) h 17t _

2 2
ey (a.b)  gh(a.b)
diir h = (h, k) och H(a) betecknar den si kallade Hessianen till f i (a,b).
Om vi nu har en funktion f(Z) = f(z1,2,...,2,) av n variabler, och vi later H(a) vara matrisen
som pa plats ¢j har andraderivatan
0% f

" N\ _
mja:i(a) - axzamj a’)?

d& vet vi att denna matris 4r symmetrisk, eftersom det inte spelar nagon roll i vilken ordning vi tar
partialderivatorna (om vi antar att f dr av klass C? niira punkten a). T ex. om vi far en funktion
f(z,y, z) av tre variabler (z,vy, z) ges H(a,b,c) av

zz(a,b,¢)  fry(a,b,¢)  fi(a,b,c)

H(a,b,c) = | fi,(a,b,c) [ (a,b,c)  f.(a,bc)

vy yz
v=(a,b,0)  fy.(a,b,0)  fl(a,b,c)

yz

Da visar det sig att vi kan skriva Taylorutvecklingen av ordning tva péa formen
_ 1. _ _
f(@a+h)=f(a)+Vf(a)eh+ éhtH(a)h + O(|h]?).

Observera dock att i uttycket Vf(a) e h ska h behandlas som en vektor i R”, medan det i matrismulti-
plikationen h'H (a)h ska behandlas som en kolumnmatris.



C2.3 Nagra ord om beviset av Taylors sats*

I princip foljer Taylors sats i flera variabler fran satsen i en variabel genom att fixera # och h # 0 och
titta pa funktionen

g(t) = f(z + th/|h]),

av en variabel, och anvinda Taylors sats fran en variabel pa denna, samt kedjeregeln. T ex. om vi
tillimpar kedjeregeln far vi efter lite arbete

V(@ +th/ ) o

]
och o
g"(t) = (z |J}EL|2 /1)) .
Sa med t = 0 far vi ) ) ]
9(0) = 1(@). ¢'(0)= Vf<|xh>h J1(0) = }W

Enligt Taylors sats fran envariabeln géller

9(0) = 9(0) + g (O)t + 39" (O + O(F),

s med t = |h| far vi
_ ~1- - -
f(@+h)=f(z)+Vf(z)eh+ ihtH(i)h +O(|n)?),
vilket i princip visar satsen till ordning 2 i alla fall. (Ska man vara riktigt noga far man vara lite forsiktig
med ordo-termen ovan eftersom det vi visar ovan bara egentligen &r att vi har O(t*) = bj, (¢)t3. Dvs. den

begrinsade funktionen beror pa riktningen h, men vi méste ha att den &ven ar begransad med avseende
pa riktningen, och darfor utgar man normalt fran Lagranges restterm istéllet.)

C2.4 Taylorpolynom av hégre grad*
Om n = 2 har vi formeln fér Taylorpolynomet av ordning k till f i (a,b):

pk(:c,y) = f(a7b)+
—I—%(a,b)(m—a)—&-%(a,b)(y—b)—&-
0? 9? 0?2
—I—%a—z];(a,b)(x—a)Q—&- axéfy(a,b)(gc—UL)(y—b)-i—%a—yJ;(a,b)(y—b)Z—i—...-i-

+ i 1 8kf (a b)(x — a)m( . b)kfm
m=0 m'(k - m)' 8xmayk—m ) Y )

For ett allmént n ges py av att det &r det unika polynom av grad hogst k sadant att for alla ky + ko +

<.+ kp < k ges koefficienten framfor (21 — a1)* (29 — a2)® - (2, — an)*" av
1 8k1+k2+-..+knf

k1!k2! e kn' 8$11€18x]2€2 e axﬁn

(@).

C2.5 Lokala extrempunkter

Vi skrev ju upp definitionen av lokala extrempunkter éver D ovan. Har kommer vi bara titta pa inre
punkter till D, och da kan man séga att definitionen i viss mening inte beror pa D, utan vi far féljande
omformulering:



Definition C2.3. Om f &r en reellviard funktion av n variabler och a uppfyller att det finns € > 0
s& att
f(z) < f(a) for alla T € B(a,¢)

sa kallas a ett lokalt maximum till f.
Om det finns € > 0 sa att

f(z) < f(a) for alla T € B(a,¢) \ {a}

sa kallas @ ett lokalt stringt maximum till f. Med omvénda olikheter definieras lokala (stringa)
minimum ocksa.

Sats C2.4
Om a dr ett lokalt max/min till f och f dr differentierbar i a, da gdiller att V f(a) = 0.

Detta foljer direkt av att f annars véxer i gradientens riktning och avtar i den motsatta riktningen.
Punkter 7 dir Vf(Z) = 0 kallas kritiska eller stationdra punkter till f.

Notera antagandet att f ar differentierbar i @ ovan. En funktion kan mycket vil ha ett lokalt
extremvérde i en punkt dir gradienten inte existerar. T ex antar f(x,y) = |z|+ |y| sitt minsta virde
01 (0,0). Om man far en funktion f och ska avgora alla lokala extrempunkter s bérjar man med
att ta fram kandidater som &r:

e kritiska punkter, dvs. dir gradienten till f existerar och &r 0,
e punkter dér gradienten till f inte existerar,

och sedan far man behandla de olika punkterna var for sig. Nedan ska vi ta fram ett andraderivata-
test som ofta ger svar pa fragan, men det finns fall dér detta inte gar att tillimpa pa grund av att
funktionen inte ar tillrackligt deriverbar sa att Taylor’s sats inte &r tillimpbar, samt ett fall dar
testet trots detta inte ger ndgon direkt information (som kan jadmforas med att ha andraderivata noll
i motsvarande test fran envariabelanalysen). I dessa fall méaste man pé ett eller annat sétt forsoka
tilldmpa definitionen direkt. T ex ovan ser vi ju direkt att

f(%y) = |£L‘|+‘y| ZO:f(0,0),

alltsd har vi per definition ett (till och med globalt) minimum i (0, 0).

Om a #r en kritisk punkt och f &r av klass C® nira @ s& far vi fran Taylors sats att
_ 7 _ 1- - - B 1 - -
fla+h) = f(a) + 5P H(@h + O(h%) = f(a) + 5Q(h) + O(IhI*).

Q@ ar hir den kvadratiska form som har Hessianen som matris.

Sats C2.5
Om a dr en kritisk punkt till f, sa gdller foljande:

e Om Q dr positivt definit har f ett lokalt stringt minimum i a,




e Om Q dr negativt definit har f ett lokalt stringt maximum i a,
e Om Q ar indefinit har f en sadelpunkt i a.

I de fall ddr Q bara dr (postitivt eller negativt) semidefinit racker inte andraderivatorna till for att
avgora om f har en lokal extrempunkt eller ej.

e Fallet att ) ar semidefinit ska jamforas med testet for funktioner av en variabel att vi har
f'(a) = f"(a) = 0, dér vi kan ha en lokal extrempunkt eller ej. T ex f(x) = 2* + 1 uppfyller
f/(0) = f”(0) = 0 men har ett minimum i z = 0, men med f(x) = 2® — 2 har vi ocksa
£/(0) = f”(0) = 0 men denna funktion har varken max eller min i = 0.

e Vi har tva olika sétt att avgora teckenkaraktdren pa (@), antingen via egenvérden eller via
kvadratkomplettering. I tillimpningar ddr man har tillgang till numeriska metoder verkar egen-
virdesmetoden vara den som alltid anvénds, s& vi kommer fokusera pa denna nedan. Nackdelen
dr att om vi ska rdkna for hand kan det i praktiken i hégre dimensioner vara svart, om ens
mojligt, att besimma egenvirdena som ju ar rotterna till det sa kallade sekularpolynomet
som har samma grad som antalet variabler. Vi siger lite om kvadratkompletteringsmetoden i
appendixet.

For att motivera ovanstaende sats, antag att a ar en kritisk punkt till f. Da géller alltsa

_ I R 7
f@+h) = f(@)+ Q) + O(|n]*).
Antag nu till exempel att Q) ar positivt definit. Da finns det C' > 0 sddant att
Q(h) > C|h|* for alla h.

A andra sidan finns det D > 0 s& att B B
O(|h*) < DInf?

géller i nadgon omgivning till origo. Men
C|h|* > D|h|* & || < C/D,

s& alltsd maste _ .
Q(h) +O(|h*) > 0

i nagon omgivning till origo. Vidare far vi bara likhet néra origo om h = 0.

Om @ &r negativt definit istéllet dr argumentet likartat med omvinda tecken. Ar @ indefinit kommer
den vixa kvadratiskt 1ldngs nagon linje genom origo, och hogre ordnings termer kan inte &ndra pa detta
lokalt lings denna linje. A andra sidan avtar den kvadratiskt lings nagon annan linje, och det kan inte
heller hégre ordnings termer dndra pa lokalt kring origo.

Det kan vara littast att se ovanstaende i specialfall. T ex. om Q(h, k) = h? + 2k? > |(h, k)|? kan inte
hogre ordnings termer &ndra pa att f véxer lokalt kring (h, k) = (0,0) eftersom @ véixer kvadratiskt i
alla riktningar. Har vi istiillet Q(h, k) = h? — 2k?, som ju #r indefinit, sa kan inte hogre ordnings termer
dndra pa att f lokalt maste viixa lings h-axeln, men avta lidngs k-axeln. Slutligen, antag att vi har en
semidefinit form, som t ex. Q(h, k) = h?, di kan inte hogre ordnings termer #ndra pa att f viixer lokalt
kring h-axeln, men ) kan inte kontrollera hogre ordnings termer lings k-axeln (sd dven om testet i sig
inte séger nagot direkt i detta fall, sa far vi viktig information fran ldngs vilka riktningar @ blir noll).



Exempel C2.6. Om vi ser pa f(z,y) = 6zy — 3y? — 223, och utvecklar denna i (1,1) ser vi att Vf =
(6y — 622,62 — 6y), s& Vf(1,1) = (0,0). Alltsa &r (1,1) en kritisk punkt. Om vi nu beriiknar Hessianen

far vi .
1,1 —
( ; 3’6’11(171)> - ( 52 66)'
7 yy( 3 ) -

—12— ) 6
6 —6— A\

Egenvirdena ges nu av
’ =(-12—-X)(-6—-X)—-36=0,

vilket ger A = —9 4 /92 — 36. Eftersom bégge rotterna ar negativa ar alltsd den kvadratiska formen
Q(h,k) = —12h? + 12hk — 6k? negativt definit, och dérfor har f ett lokalt stringt maximum i (1,1).
Om vi istéllet vill anvinda metoden med kvadratkomplettering ser vi pa den kvadratiska formen:

h AN K\’
Q(h k)= (h k)H(L,1) <k) = —12h*+12hk—6k* = —12 (h - 2) —&—121—61@2 =12 (h — 2) —3k2%.

Vi ser d& att denna ér negativt definit eftersom (h, k) # (0,0) = Q(h, k) < 0, och dérfor har f ett lokalt
strangt maximum i (1,1).

C3 Kurvor och ytor pad parameterform

C3.1 Kurvor pa parameterform
En funktion
() = (ro(t),r2(t), ., ra(t))
fran ett intervall [a, b] till R™ &r kontinuerlig, deriverbar etc. om varje funktion r;(t) (1 < i < n) &r det.

Om 7(t) ar kontinuerlig (fér varje t € [a,b]) s& kallas denna for en parameterkurva i R™. Vi antar nu
fortsittningsvis dven att 7(t) &r deriverbar for varje ¢ €]a, bl.

7 (t) = (ri(t), r5(t), ..., 7 (1))

kallas (férutom derivatan) for hastigheten i punkten ¢, och |7/(¢)| kallas farten i ¢t (¢ betecknar ofta
tiden, och 7(t) ett objekts ldge vid tiden t).

Vi noterar ocksa att vektorn 7(t), savida den ér skild fran 0, &r en tangentvektor till kurvan i
punkten 7(¢). For att forsta detta notera att for smé h géller

)~ HE 2 10)

och 7(t + h) — 7(t) dr en vektor med starpunkt i 7(t) och slutpunkt 7(t + h):
Pt +
r(t)

Nér vi later h gi mot O ser vi att vektorn (7(t + h) — 7(t))/h (som pekar i samma riktning som
7(t + h) — 7(t)) mer och mer pekar i tangentriktningen till kurvan i 7(¢).

5= /ab 7 ()| dt.

e Speciellt fér R2: 4(r)(t), —71(t)) ger normalriktningar till kurvan (7 (t),75(t)) (ty (r}(t),75(t)) e
(ry(t),—r1(t)) = 0). Om f : [a,b] — R kan vi se dess graf som en parameterkurva via

7(t) = (¢, f(t)) tE€a,b].

Langden s till kurvan definieras som

Notera att vi i detta fall har

() = (1, f'(t)).



Antag att 7(¢) ar en kontinuerligt deriverbar parameterkurva. Det kan vara vért att podngtera att si
léinge som 7/ (tg) # 0 &r kurvan slét lokalt kring 7(¢9) i den meningen att om vi bara tittar pa den del
av kurvan som ges av t € Jtg — ¢, to + [ for ndgot tillrickligt litet € > 0, sa &r det en slidt kurva med
en unik tangentlinje. For att forsta detta antag att vi ser pa den plana kurvan (z,y) = (f(¢), g(t)).
Om |(f'(t0), ¢ (t0))| # 0, d& maste nagon av f’(¢y) och ¢'(to) vara skild fran 0. Antag f'(¢t) # 0.
D4 kan vi lokalt invertera denna funktion t = f~!(z) som giller for ¢t € |ty — €,to + €[ fér nagot
tillriickligt litet ¢ > 0. Alltsd har vi att y = g(t) = g(f~*()) lokalt, dvs. kurvan #r lokalt en
funktionsgraf till den kontinuerligt deriverbara funktionen go f~1.

Det ar dock mojligt for en parameterkurva att skira sig sjilv, dvs. 7#(t1) = 7(tp) kan mycket vél
hénda for olika tg,¢; (tdnk pa tolkningen som en partikelrorelse), och d& kan det ju vara sa att vi
inte har nadgon unik tangentlinje i denna punkt. Det &r darfor vi méste inskrinka oss till |tg—e, to+¢|
ovan.

Det &r ocksé virt att notera att om 7/(f9) = 0 d& kan kurvan ha ett horn, dvs. att den inte &r slét.
For att forsta detta kan vi tinka pa grafen y = |z| = v/#2, som ju har ett horn i origo. Om vi
parametriserar denna som x = t3, y = V16, dvs. 7(t) = (t3,V16), da &r faktiskt 7(¢) kontinuerligt
deriverbar som funktion av ¢, men med derivata 0 i origo.

Nedan é&r en plot av 7(t) = (sint,sin2t) f6r 0 < ¢ < 2.
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C3.2 Ytor pa parameterform

Kom ihag fran linjér algebra att ett plan i R? kan skrivas pa parameterform som

dar u,

(x,y,2) = (a1,a2,a3) + u(b1, ba, bg) + v(cy, c2, c3),

v &r reella parametrar, (a1, as,as) r ndgon punkt pa planet och (by, ba, bs), (c1, 2, c3) ar vektorer

som &r parallella med planet, men inte parallella med varandra. Om vi infér beteckningen

f(uav) = (fl(u,v),fg(u,v),fg(u,v)) = (al +Ub1 + vep, ag +Ub2 + veo, ag +Ub3 +UC3)

betyder detta alltsa att planet helt enkelt dr V. Det vill séga avbildningen f : R? = R? parametriserar
planet.

Om vi nu har en allmén funktion f: U — R? dér U C R?, sa kommer V5 typiskt ocksé vara en yta i
R? som parametriseras av funktionen. Dvs. U avbildas pa ytan Vi (Det mest uppenbara exemplet dr om
vi tar fi(u,v) = u, fa(u,v) = v och f3(u,v) = g(u,v). Da blir V; helt enkelt grafen till ¢ med omradet
U = D, som definitionsméngd).

Notera att da

IS

_ _ of
) = (i fo ), 0) = Flab) + 5L b = a0 =)
sa ser vi att tangentplanet till ytan i f(a,b) ges pa parameterform av (med h = u —a, k = v — b)
%(avb) %(a)b) %(aab) %(a,b)
fl(avb) 5 5 h fl(avb) 8 9
= | fala,0) | + | %2(a,b) %2(a,b) (k) = | fala,b) | +h | S2(a,b) [ + K | 52(a,b) |,
fS(a7 b) fS(a7 b)
%(a7 b) %(a, b) %(a, b) %(a, b)
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eller ekvivalent

- 0 0 0 0 0 0
(z,y,2) = fla,b) +h <6J;1(a7 b), 8—{62(@, b), 5%)(&’ b)) +k (;;(a,b), a—{f(a, b), B—{j’(a, b)) )

Det vill siiga f(a,b) ger en fix punkt pa planet, och

9 9 0 0 9 0
<8-];1(a’b)’ aifs(a,b), a{j(a,b)) , (éf’l}l(a’b)’ %(a, b)a 8‘};3(04,6))

ger tva riktningsvektorer. Ett krav for att detta ska ge ett plan dr da forstas att dessa inte &r parallella.
Vi vet ju dessutom att detta géller om och endas om

0 0 0 0 0 0 _
n= (8]2((1’17)’8]3(&’17)’;5(&’[))) X (;;(a,b),(;;(a,b),gj(a,b)) #0,

och detta ger i sé fall en normalvektor till ytan.

Ett alternativt sétt att se detta, notera att om vi fixerar den ena variabeln, sdg v = b, och ser pa
7(u) = (f1(u,b), fa(u,b), f3(u,b)) da ger detta en parameterkurva som ligger pa ytan hela tiden, och
speciellt har vi 7(a) = (f1(a,b), f2(a,b), f3(a,b)). Eftersom

@ = (P 2w S )

pekar i tangentriktningen till kurvan, sd pekar den i en tangentriktning till ytan ocksa i punkten

(fl(a’b)7f2(avb)7f3(aﬂ b))

Pa samma sitt kan vi istéllet fixera u = a och anvénda v som parameter for att se att

0 0 0
(G0t 0. G wn)

pekar i en tangentriktning till ytan i (fi(a,b), f2(a,b), f3(a,b)).

Det kan vara vart att notera att motsvarande kommentarer som de vi hade om kurvor géller dven
hér:

e Om vektorn 7 ovan inte dr noll, och funktionerna #r siig av klass C!, da finns ett € > 0 sa att om
vi bara ser pa bilden av en cirkelskiva med radie ¢ > 0 runt (a,b) s& avbildas den pa en slit yta.
Detta ar en konsekvens av implicita funktionssatsen.
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e Om 7 = 0 da behéver ytan inte vara slit dven om funktionerna #r C*.
e En parameteryta kan skiira sig sjilv i den meningen att f(a,b) = f(c,d) med (a,b) # (c,d).
Nedan &r en plot av parameterytan

(z,y,2) = (cos2u,sinu + cos3v,sinv), 0<u <27, —7w<v <.

C4 Optimering pa kompakta omraden

I denna sektion antar vi att f: D — R dér f dr kontinuerlig och D dr kompakt (det vill siga
sluten och begrénsad).

Notera att under dessa omsténdigheter vet vi att f antar sitt storsta och minsta virde pa D, sa
fragan blir inte om globala extrempunkter existerar, utan var och vad véirdet av f &r i dessa.

Vi kan borja med det enkla exemplet som vi redan insett svaret pa i exempel C1.3 ovan.

Exempel C4.1. Bestim storsta och minsta virdet av f(z,y) = 22 + 4y 6ver omradet D = {(z,v) :
2%+ 4y? < 4}

Losning: Eftersom enda losningen till Vf(z,y) = (22,8y) = (0,0) &r (x,y) = (0,0), som &r en inre
punkt till D, dr detta den enda kandidaten bland de inre punkterna for ett globalt extremvérde. Vardet
i denna punkt &r f(0,0) = 0.

Randen kan parametriseras via (z,y) = (2cost,sint), dir 0 < ¢ < 27. Om vi nu infér

g(t) = f(2cost,sint)

har vi reducerat problemet med att hitta storsta och minsta viardet av f pa 9D till att hitta storsta och
minsta virdet av g pa [0, 27].
Notera allts att f har ett lokalt mazimum/minimum éver 0D i (z,y) = (2cost,sint) om och endast
om g(t) har det over [0,27] i t.
I detta fall géller
g(t) = (2cost)? + 4(sint)? = 4.

Det vill sdga vi maste ha att f(0,0) = 0 ar ett globalt minimum, och f(x,y) = 4 for alla (z,y) som
uppfyller 22 + 4y = 4 ar globala maximum till f.

Ovan var det forstas helt onddigt att infora g da det ar sjdlvklart att f dr konstant pé 0D, men det
illustrerar den allmédnna metoden vi anvinder i denna sektion: Hitta alla lokala stationdra inre punkter,
som dr kandidater till globala extrempunkter, samt parametrisera upp randen vilket reducerar problemet
for denna till ldgre dimension.

Exempel C4.2. Bestim storsta och minsta viirdet av f(z,y) = 22 —2x — 3% da 0 < 2 < 2 och
-1<y<4

Losning: Méangden &r en kvadrat. Vi borjar med att leta efter inre stationdra punkter.

Vf(x,y) = (237 -2, _3y2) = (070) A (m7y) = (1’0)'
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Punkten (1,0) ar en inre punkt till vart omrade sa det &r en kandidat {6r ett globalt extremvérde, och
vardet &r

£(1,0) = —1.

De andra kandidaterna ligger pa randen.
Randen bestar av linjerna

r=0, —-1<y<4,
r=2, —-1<y<d4,
O<z<2, y=-1
O<x<?2, y=4,

samt fyra hérnpunkter
(0,-1), (0,4), (2,-1), (2,4).

I fall som detta dr det naturligt att behandla hornen for sig. Om wvi tar slutna intervall som t ex
—1 <y <4, sd skulle vi annars behandla dessa hornpunkter tvd gdnger.
Vi kollar nu linjerna for sig, samt virdena i hérnen. P4 x = 0, —1 < y < 4 har vi

f(0,y) = —y°.

Vi ser hiir att —y3 som funktion pa intervallet —1 < y < 4 har en stationir punkt i y = 0 (notera
att da detta &r ett 6ppet intervall dr enda kandidaterna for extremvirden punkter som &r stationéra for
envariabelfunktionen vi nu studerar). Dér ar funktionsvéirdet

£(0,0) =0.

Pax =2, —1 <y < 4 giller ocksa f(2,y) = —y> sa det ger pA samma sitt som ovan en kandidat (2,0),
och

£(2,0) = 0.

Pa0<x <2 y=—1harvi
flz,=1)=2® -2z + 1.

Funktionen 22 — 2z + 1 sedd som funktion pa 0 < = < 2 har en stationdr punkt i = 1, och

f(1,-1)=0.
Pa 0 <z <2, y=4 har vi slutligen
f(x,4) = 2? — 22 — 64.

Funktionen 22 — 2z — 64 som funktion pé intervallet 0 < x < 2 har en stationir punkt i 2 = 1 och
f(1,4) = —65.

Virdena i hornpunkterna ér f(0,—1) = —(=1)2 =1, f(0,4) = —(4)® = —64, f(2,—1) =1 och f(2,4) =
—64.

Nu behéver vi bara bland alla dessa viarden kolla vilket som var storst respektive minst. Det storsta
ar 1, och antas i punkterna (0, —1) och (2, —1). Det minsta virdet 4r —65 och antas i (1,4).

Nedan kan ni se en plot av situationen, dir den gula delen ar vart omrade 0 <z <2, -1 <y <4
och den grona grafen till f(xz,y) over detta omrade.
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Exempel C4.3. Hitta storsta och minsta viirde till f(z,y,2) = 22 +yz da 22 + 9% < 2 < 1.

Lésning: Omradet D = {(z,y, 2) : 22 + y? < z < 1} &r kompakt. Mer precist ér det omradet som ligger
mellan paraboloiden z = 2% + y? och planet z = 1. Vi har vidare att D° = {(z,y,2) : 2% + y?> < z < 1}
och 9D bestar av foljande tre delar

z=at 4yt +y? < 1,
z=1,22+y* < 1,
z=a>+y?> =1.

Det vill sdga en del av en paraboloid, en cirkelskiva vid z = 1 och en cirkel dér detta plan och paraboloiden
skdr varandra.
Vi boérjar nu leta efter inre stationdra punkter.

Vi(x,y,z2) = (2z,2,y) = (0,0,0).

Detta har bara l6sningen (z,y, z) = (0,0,0), vilket &r en randpunkt, och alltsa finns inga stationéra inre
punkter.
Ytan z = 22 + 32,22 + 32 < 1 kan nu alltsd parametriseras med (z,y) som parametrar, och vi far

g(z,y) = flz,y,2* +y°) =2 +y(@® +y*) =2> + 2%y +y°, 2*+y° <1

Notera att eftersom 22 4 y? < 1 &r en 6ppen delmingd till planet &r de enda kandidaterna hir stationiira
punkter till g.
Vy(z,y) = (2z + 2zy,2* + 3y*) = (0,0).

Den forsta koordinaten ger 2z + 2xy = 0 som har l6sningarna x = 0 eller y = —1. Insatt i ekvationen
for den andra koordinaten far vi y = 0 respektive 2 + 3 = 0 som saknar (reell) 16sning. Alltsa har vi
kandidaten (0,0) hirifran, vilket motsvarar punkten (0, 0,02 + 02) = (0,0,0) pa ytan:

£(0,0,0) =0.
Cirkelskivan z = 1, 22 + y? < 1 kan aterigen parametriseras med (z,y):
h(z,y) = fla,y,1) =2 +y, 2°+y> <L

Nu har vi Vh(z,y) = (22,1) # (0,0). Sa det finns inga kandidater f6r extrempunkter hér.
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Cirkeln z = 2% 4+ y? = 1 kan slutligen parametriseras av (cost,sint, 1) [-7 < t < 7] (till exempel).
Vi ser da pa
k(t) = f(cost,sint, 1) = cos®t + sint.

Har far vi k'(t) = —2costsint + cost = cost(—2sint + 1) = 0 ,vilket medfor att antingen cost = 0 eller
sint = 1/2. Sa enda l6sningarna #r cost = 0 och sint = 41 samt sint = 1/2, cost = +/3/2 (givetvis
kan vi hir i detta fall 16sa ut t = +7/2 osv, men det &r virdena av sinus och cosinus som kommer in i

berékningen av f, si virdena pa t sjilv har vi inget behov av). Detta svarar mot punkterna (0,+1,1)
samt (+v/3/2,1/2,1):

5 5
FOLY) =1, fO,-1,1) = =1, f(=V3/2,1/2,1) = 3, f(V3/2,1/2,1) = .
Vi ser alltsd att bland alla vara kandidater for globala extrempunkter s har vi maximum 5/4 i
(£v/3/2,1/2,1) och minimum —1 i (0, —1,1).
Exempel C4.4. Bestim storsta och minsta viirdet, om de finns, av 2 —y +yz da 22 +y? < 4 och 2 > 0.

Lésning: De tva bivillkoren g(z,y) = 2%+y? < 4 och h(x,y) = x > 0 bestimmer en sluten halvcirkelskiva
— alltsd en kompakt méngd F — och malfunktionen f(z,y) = x—y+ay ar kontinuerlig dér. Alltsa existerar
storsta och minsta virde for f pa denna mingd. Kandidatjakt:

e Stationdra punkter: Vf = (1 +y,x — 1) = 0, alltsi * = 1 och y = —1. Eftersom 22 + 3> = 2 =
(1,—1) &r en inre punkt av E. Kandidat: f(1,-1) = 1.

i? dar =2 <t < 2: f(z,y) = —t = g(t), ¢'(t) = =1 # 0.

Kandidater finns bara i hérnpunkterna (¢ = £2): f(0, —2) = 2 och f(0,2) = —2.

e Kandidater pd strickan

o Kandidat pd cirkelbagen. Parametriseringen x = 2cost, y = 2sint, —5 <t < T, ger f(2cost,2sint) =
2(cost —sint) +4sintcost =: h(t). Stationédra punkter:

B/ (t) = —2(sint + cost) — 4(sin® t — cos®t) = —2(sint + cost)(2sint — 2cost + 1).

a) Om sint + cost = 0 < tant = —1 = t = —7 den enda lésningen in [-F, 7]. Kandidat:
f(2cos T, —2sinT) = f(V2,—V2) =2v2 -2

b) Om sint—cost+1 = 0 < sin(t—7%) = fﬁ. Den enda l6sningen in [~ 7, 7] dr t = J —arcsin 2%/5
vilket ger cost = HT‘ﬁ och sint = A%ﬁ, d.v.s. kandidaten (HT‘ﬁ, _:L%ﬁ) med viirde i denna
punkt: g

e Kandidater i hornpunkterna: f(0,—2) = 2 och f(0,2) = —2.
Svar: finae = (2507, Y1) = 5 och frin = £(0,2) = —2

Nedan kan ni se en plot av situationen, dar den gula delen adr vart omrade och den gréna grafen till
f(x,y) over detta omrade.
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Appendix: Teckenkaraktar via kvadratkomplettering

Teckenkaraktéren till en kvadratisk form kan avgoras med hjélp av kvadratkomplettering. Men om denna
metod anvénds maste kvadratkompletteringen goras systematiskt, vilket innebér att man véljer en
forsta variabel att borja kvadratkomplettera med avseende pa och tar med allt som innehéller den
variabeln i forsta parentesen, om vi har tre eller flera variabler véljer man sedan en andra variabel att
fortsatta med och tar med allt som innehéaller denna variabel, som inte &r med i den forsta parentesen
vi skapade i forsta steget, osv.

T ex om vi har en kvadratisk form av tva variabler Q(z,y), om vi borjar med x ska den da skrivas
pa formen Q(z,y) = a(z — by)? + cy?, for konstanter a, b, ¢, (dér b och/eller ¢ eventuellt fir 0) och inte
finnas kvar nagot x utanfor parentesen.

I tre variabler om man tar ordningen att man kompletterar med avseende pé x forst, sedan y och sist
2z ska det bli pa formen Q(x,vy,2) = a(z — by — c2)? + d(y — ez)? + f2? for konstanter a,b,c, d, e, f.

Podngen &r att man fran en sddan systematisk kvadratkomplettering kan dra slutsatser om tecken-
karaktéren d& u = x — by, v = y respektive u = x — by — cz,v = y — ez, w = z skulle mostvara ett linjart
basbyte (i linjéir algebra-mening) och alltsa fa den pa formen au? + bv? respektive au? + dv? + fw?.
Egentligen ar det denna egenskap som &r den viktiga, men det &r bara uppenbart att vi far en bas om vi
just far denna "trianguliira” struktur. T ex dr Q(z,y) = (z +y)? + (22 + 2y)? enbart semidefinit eftersom
Q(r,y) = 5(x+y)? blir noll d& z+y = 0, och forstas dr u = x+y, v = 22+ 2y inte ett basbyte da v = 2u.
(I tvA dimensioner dr det i och for sig bara denna typ av exempel, sdvida vi bara har tva parenteser, dar
den forsta parentesen &ér en konstant ganger den andra, som kan ga fel, men i hogre dimensioner blir det
betydligt mer komplicerat.)

Nagra exempel /kommentarer att fundera kring:

o Q(z,y) = (x+y)?+ (x—y)? &r positivt definit eftersom u = x4y, v = x —y svarar mot ett basbyte,
s& termerna kan inte bada vara noll om vi inte har x = y = 0. Men vi skulle inte acceptera att
man fran uttycket (r + y)? + (z — y)? drar slutsatsen att Q dr positivt definit utan att
man visar att u =z + y,v = z — y ges av ett basbyte. Darfor adr det battre att skriva om sa
att det blir Q(z,y) = (z +y)? + (z — y)? = 2% + 22y + y° + 22 — 22y + y? = 222 + 22, som #r en
systematisk kvadratkomplettering.

e Om vi har fler parenteser/termer i en kvadratkomplettering &n antalet variabler kan det aldrig
motsvara en bas pa ovanstaende sitt (se exempel nedan).
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e Q(x,y) = x?+4zy kan vi skriva som Q(x,y) = (x+2y)? —4y?, vilket fir en systematisk kvadratkom-
plettering, och vi kan dra slutsatsen att @) r indefinit da den uppenbarligen tar bade positiva och ne-
gativa virden, for om z+2y = 0 och y # 0 blir det negativt, och om y = 0 och x # 0 blir det positivt.
A andra sidan kan vi ocksa skriva Q(z,y) = 22 +4zy = (z4+y)? —y2 +2zy = (z+y)? — (y—x)% +22.
Det senare &r inte en systematisk kvadratkomplettering, och vi kan inte dra nagra slutsatser direkt
fran detta uttryck helt enkelt eftersom ett argument som ovanstaende inte &r uppenbart da det
skulle bygga pa att bada positiva termerna (z + y)? och x2 blir 0 for att uttrycket uppenbart ska
bli negativt, men detta géller ju bara om bade x och y &r 0, och da blir &ven den negativa termen
0.

e Om vi later Q(h, k) = 18h? + 9k? + 24hk, da giller att Q(h,k) = 9(k + 4h/3)% + 2h?, vilket &r
en systematisk kvadratkomplettering, och vi kan dra slutsatsen att Q &r positivt definit. A andra
sidan giller iven den osystematiska kvadratkompletteringen Q(h, k) = 9(h + k)% + (3h + k)% — k2,
och hér skulle man felaktigt kunna tro att ) vore indefinit pa grund av olika tecken framfér de
kvadratiska termerna.

e Ibland kan man vara tvungen att ta en annan ordning om det &r nagon kvadratisk term som saknas.
T ex om vi tar Q(z,y) = 4xy + y? kan vi inte bérja med z utan far bérja med y och skriver da
Qla,y) = vy +y* = (y + 22)* — 4a®.
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