Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2023-06-01

r+y,
=2z —y.
):—37&0. Nu ar

1. Satt Notera att sambandet mellan (u,v) och (z,y) dr inverterbart, eftersom

u=
v
det (3!

up, =1, wy,=1, v, =2 och v, =-1 foralla (z,y)c¢ R2.

Eftersom f enligt antagande ar differentierbar i varje punkt fas, enligt kedjeregeln,

fo = Fuve + fove = fu + 21
fy = Loy + fovy = fo = 1

liksom
B = (Ll 4 (£ -l TS5 g o agl, + 4fL
T, = ity (FoY v T o g = 210
B = 0t + (F) - TS o — 2+ L,
Alltsa ar

fow + foy —2f0, =9 & fl,=1 & f,=v+g(u) for nagon g € C'(R)
< f =uwv+ G(u) + h(v)
dir G,h € C32(R) (G ér en godtycklig primitiv funktion till g).
Insdttning av u = x + y och v = 2x — y ger foljande resultat.

Svar: Losningarna till ekvationen &r alla funktioner f pa formen

flz,y) =(x+y) 2z —y) + Gz +y)+h(2z—y), dir G, heC*R).

2. Sétt f(z,y,z) = e*Y+x—z. Ytan ges da av ekvationen f(z,y, z) = 3, och eftersom f(1,0,—1) =
e¥ +1— (—1) = 3 s4 ligger punkten (1,0, —1) pa ytan. Gradientvektorn till f ges av

Vf(x,y,z) = (ffc(m,y,Z),f{/(:C,y,Z),f;(x,y,Z)) = (yezy + 17xemy’ _1);

och alltsa ar
VF(1,0,—-1) = (1,1, -1).

En punkt (z,y, 2) ligger i tangentplanet om och endast om

Vf(l,O,—l)O((x,y,z)—(1,0,—1)) =0 <« (1,1,—1)0((x,y,z)—(1,0,—1)) =0
srty—z=124+1.0-1-(-1)=2.

Svar: Tangentplanet ges av ekvationen x +y — z = 2.

3. Gradientvektorn till f ges av V f(x,y) = (322 — 1, 2y).

Stationédra punkter:

Vi(z,y) =(0,0) & (322 —1,2y) = (0,0) & (z,9) = (j:

)

Sl



Hessianen till f ges av

e = (Fron) B - (4 5).

2[0

Matrisen H(1//3,0) = har egenviirdena 21/3,2 > 0, och den tillhérande kvadra-

tiska formen ar alltsa poatwt deﬁnlt. Séledes har funktionen f ett lokalt minimum i (den
stationdra) punkten (1/4/3,0).

Matrisen H(—1/1/3,0) = _20\/§ har egenviirdena —2v/3 och 2. Eftersom egenvirdena

2
har olika tecken &r den kvadratiska formen indefinit. Darav foljer att den stationéra punkten
(—1/+/3,0) inte &r en extrempunkt till f.

Svar: Funktionen f har ett unikt lokalt minimum i punkten (1//3,0).

x = pcos y;
Yy = psinp.
D', dar D’ = [\/7,2y/7] X [-7/2,7/2]. Darmed é&r
27
/ psin(p® )dp> dey

Fub. /2
// smx + 2 dxdy—// sin(p pdpdgo = /
4 —m/2 VT

2 1 T x 7
/ﬂ/2d<p / psin(p?)dp = {dtt:é”pdp} :77/7r ismtdt— 5 [~ cost]s" = 5(—1—1) = 7.

Svar: // sin(z? + %) dedy = —
D

. Notera att integralen dr generaliserad, eftersom omradet D &r obegrinsat. Lat Dy = {(z,y, 2) €

D |y/z® >0} och D_ = {(z,y,2) € D | y/z* < 0}. D& &r // % dzdydz konvergent om
DT

och endast om / / / % dzdydz och / / / % dxdydz ar konvergenta, och i sa fall giller
Dy D_

// —dxdydz = /// %dxdydz—f—/// %dxdydz.
D, T D_Z

. Infér poldra koordinater: Da ar

det 21 y)‘ =p,och (z,y) €D & (p,p) €

u=x+y+ 2z
Satt v =2 —y; Da ar (x,y,2) € D < (u,v,w) € D' :=10,2] x |1,2[ x [1,00[, och
w=z.

T—v w-—v .
% =—5 = 7— = 0 om och endast om w > v. Sétt
x T w

D, ={(u,v,w) € D' |w>v}={(u,v,w) ER*|0<u<2 1<v<2 v<w}, och
D" ={(u,v,w) € D' [w<v}={(u,v,w) ER*|0<u<2 1<v<2 1<w<v},
sa att (x,y,2) € Dy & (u,v,w) € D', och (x,y,2) € D_ & (u,v,w) € D".

1 2
Funktionaldeterminanten for variabelbytet ges av M =1 -1 0|=2.
d(z,y, 2) 1 0 0



Nu géller

v _ w—v

I, = [
1 v 1 2/ 1 v 18

/d“ / (éﬁ“oo/ (w‘ws) dw>d“—2'2'/1 (éf;[‘wwh_v)d“

1 v 1 1 21 1 |
— li et —— ) )do= | —dv==] =-In?2
/1 (Rﬂnoo( Rty 21))) ! /1 2o = g lnfelly =52,

och

Yy w—"v
JI[ sz [ff 5
v 1 1 v 2 1 v
_— = 4412 = T
/odu/ { +2w2L 1d” /1 < vt 2)d” /1 < 2+ 2>dv

01?1 1 111
S “8 = Zm242-14-lml-14-=>—-In2.
[ nlv|+v 4]1 52+ +35h +t31=1 oo

Notera att Fubinis sats kan tillimpas i integralerna ovan, eftersom integranden i vardera fall
ar positiv respektive negativ.

Eftersom integralerna éver Dy och D_ dr konvergenta sa foljer att dven integralen 6ver D ar
konvergent, med varde

Y Y Y 1 1 1 1
///ngdxdydz:///D+x?)dxdydz—l—///Dx?)dxdydz:21n2+4—2ln2:4.

1
Svar: Integralen dr konvergent, med véirde / / / % dzdydz = T
D

. P4 den 6ppna méngden ]0,00[ x R ar f(z,y) = zy + y. Eftersom polynom &r differentierbara
i varje punkt géller att f &ar differentierbar pa denna méngd. Vidare &r

of
oz, y)

(z,y) = (falz,y) f(z.y))=(y 2+1) foralla(z,y) €000 xR.

P& samma sétt géller att f dr differentierbar pa |]—oo,0[ x R, eftersom f(x,y) = —ay + y dar.
of
z,y)=(—y 1—=x) foralla (x,y) € |—00,0[ x R.
T () = ( ) (2,9) € ]-00,0]

For att berdkna f!(0,y), betrakta

fO+hy) = f(0,y)  |hly+y—y ||
h - h T h
h

Funktionalmatrisen ar

y — +y da h — 0%,

Om y # 0 sd ér alltsd f2(0,y) = }llir%
5
ar differentierbar i (0,y) da y # 0.

For y = 0 blir gransvéardet ovan noll, och vi far f7(0,0) = 0. Dessutom &r

odefinierad, varav det foljer att f ej

(0.0) = i HOOERJO0) g, (011 0
y\Us

=1.
k—0 k k—0 k

2 2 0 _
d(u, v, w) o \i Wy w2

2 2 v o
d(@,y,2) dudvdw Fu:bl/ / / Y7V a0 ) do ) du
d(u, v, w) 2 Jo 1 o wd



Nu géller att f &ar differentierbar i (0,0) om och endast om

f(0+h70+k> - f(070) - fé(0,0)h— f;(070)k‘

v k) = N — 0da (h,k) — (0,0).
Vi har
oy = WPEAR) —k bk _ [ bolira } _ |pcosglpsing
U VURZ+ k2 A2+ k2 Lkoordinater| \/P7

2 .
_ PSS o osolsing) 50 da (B k) — (0,0).

/0?2
Alltsa dr funktionen f differentierbar i punkten (0,0), och 3. 5) (0,00= (0 1).

Svar: Funktionen f dr differentierbar i punkten (x,y) om och endast om x # 0 eller y = 0.
For dessa punkter géller att

of B
0(x,y)(x’y)_(y L+z) om z >0, och
3(i{y)(x’y):(_y l-z) omaz < 0.



