Losningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2023-08-16

1. a) Variabelbytet &r linjért, och darfor differentierbart. Kedjeregeln ger
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Alternativt kan man lésa ut x som en funktion av u och v, och darifran berdkna %.

b) Eftersom dven funktionen f &r differentierbar, s ger kedjeregeln
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Svar: a) 6x8u_0' b) 5 _a3u+3v och By —bau.

2. Lat F(x,y) = e +x +y. D4 kan ekvationen skrivas som F(x,y) = 0, och F' € C*(R?). Vidare
OF . oF

ar F(0,—-1) =e%+0—1=0, samt Fm = ze"¥ + 1 och darmed 37(07—1) =0+1=1#0.
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Implicita funktionssatsen ger nu att ekvationen F(x,y) = 0 definierar y som en C!-funktion

y = f(z) i en omgivning av punkten (0, —1) € R?. Eftersom funktionen f &r C! &r den, i

synnerhet, differentierbar.

I en omgivning av punkten (0, —1) giller alltsa 0 = F(x, f(x)) = ¢*7(®) 4 2 + f(z). Derivering

av vanster- och hogerled (med avseende pa x) av denna ekvation ger

0= (f(z)+af (@)@ + 1+ f(z) = f()e™® +1 4 (2™ @ 1 1) f'(z)
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och ddrmed f'(x) = —%. I synnerhet &r f/(0) = —f(o)j_ 1+ =— 1+ =0.
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Svar: f'(x) = T T @ 1 f(0)=0.
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3. Lata—(2>—<1)—(1> ochb—(3)—<1>—(2).Varlabelbytet
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avbildar triangeln T i (x,y)-planet pa triangeln 77 med hoérn i (0,0), (1,0) och (0,1) i
(s, t)-planet. Vi har alltsa

T ={(s,t) ER*|0<s,t; s+t <1} ={(5,t) ER?|0<s<1;0<t <15}
och (z,y) €T < (s,t) €T
Vidare géller att variabelbytet ar differentierbart (eftersom det ar linjirt), att
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ochatt z —y—2=(142s+1t) — (1 +s+2t) —2=s—t— 2. Med hjilp av variabelbyte och
Funbinis sats far vi
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Svar: / /T (z —y — 2)dedy = —3.

. For att berikna skdrningen mellan de bida ytorna sétter vi 222 4+ y? — 1 = 22 — 232, och far
22 + 3y? = 1. Detta betyder att skiirningen bestar av de punkter (x,vy, z) € R? som uppfyller
22 +3y? = 1 och z = 22 — 2y%. Fér punkter i (z, y)-planet som ligger innanfér skiirningskurvan,
det vill siga som uppfyller olikheten x2 + 3y? < 1, giller att 222 + y? — 1 < 22 — 2y2. Det
omrade D vars volym vi skall berikna begrénsas alltsd nedifran av ytan z = 222 + y2 — 1 och
uppifran av ytan z = 22 — 2y%:

D={(z,y,2) e R} |2 +3y> <1, 222 + 9% — 1 < z < 2® — 2%},

Lat D vara projektionen av D pa (z,y)-planet: D = {(z,y) € R? | 2% + 3y < 1}.
Med hjalp av Fubinis sats far vi
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= //D (2% —2y%) — (22° + y* — 1)) dady = // (1—2*—3y?) dady.

Variabelbytet (u,v) = (z,v/3y) avbildar D pa enhetsskivan B(0;1) i (u, v)-planet, och dEZ Z; =
V3. Vi far
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. L&t f(z,y) = 22 +ay? och i = (2, —1). D4 &r kurvan 22 + ay? = 1 en nivakurva till funktionen
f, och i en normalvektor till linjen y = 2. Kurvan skér linjen vinkelrétt i punkten (z,y) om
och endast om

Vf(z,y)en=0;
y = 2x;
2% +ay? = 1.

Vi har Vf(z,y) = (22, 2ya) och ddrmed V f(x,y) e i = 42 — 2ya. Villkoren Vf(x,y) en =0
och y = 2z ger nu

0=4x—2ya[y 2]4x—4xa—4x(1—a)



det vill séiga att x =0 eller a =1. Om x = 0 sd ér y = 2z = 0, och f(z,y) = 22 + ay? = 0,
vilket motséger att f(x,y) = 1. Detta visar att om kurvan skér linjen vinkelréitt i ndgon punkt,
s& maste a = 1.

Omvint, antag att a = 1. D& ar f(z,y) = 22 + y?, och skirningspunkterna med linjen

y =2z ges av 1 = f(z,2x) = 2% + (22)% = 522, det vill séiga att (z,y) = (%, %) eller
(z,y) = (—%, —%) For bada dessa punkter géller att Vf(x,y) e n = 4 — 2y = 0, det vill

sdga att kurvan (cirkeln) skér linjen vinkelrdtt.

Svar: Kurvan skér linjen vinkelrédtt i samtliga skdrningspunkter om och endast om a = 1.

. Funktionen f ir differentierbar i varje punkt i R? (eftersom den &r en polynomfunktion), och
varje extremvérde méste darfér vara en stationdr punkt. Vi har

Vi(z,y) = (20z(x + 2y° — 1)°,40y(z + 2y* — 1)?)

och dirmed
Vix,y)=0 < 2>4+2y*—1=0e¢ller (z,5) = (0,0).

Om 22 4+ 2y?> — 1 = 0 s& ar f(x,y) = 0. Samtidigt giller att f(a,b) > 0 for varje punkt
(a,b) € R?. Dérfor dr varje punkt pd kurvan 22 + 2% — 1 = 0 en (global, men ej strikt)
minimipunkt till funktionen f.

Betrakta istéllet punkten (x,y) = (0,0). Vi har f(0,0) = 1, och skall visa att f(z,y) <1lien
omgivning av (0,0). Lat (x,y) € B(0;1), det vill sdga att |(z,y)| < 1. Da ar
0<y? <a® 4y’ =|(z,y) <1
= 0<a? 422 <2
= —1<2® 422 -1<1
= flz,y)=(*+2° -1 < 1.

Funktionen f har alltsa ett lokalt maximum i origo.

Svar: Punkten (0,0) &r en maximipunkt, och punkterna pa kurvan 2% + 2y? = 1 ir minimi-
punkter, till funktionen f.



