Losningsforslag till TATB09 Flervariabelanalys 2025-10-29

OBS! Pa uppgift 1-2 ska bara svar anges pa tentan. Nedan finns dock 16sningsskisser med &ven for dessa
uppgifter.

1. a)

Svar: /2 < p < 3, —7m/4 < <O0.

b) Vihar f. = 1i§2 + 23y? s& fI = 32%y°.

Svar: f/, = 32%y%

¢) Med det foreslagna variabelbytet u = 2z + 5y, v = z far vi
2l o= zZhul + 2l =220 + 2

A ;o !
Zy = ZyUy F 2,0y, = 02y,

Alltsa far vi
5z, — 2z, = 10z, + 52, — 10z, = 5z, = 10z = 10v

vilket ger
! = 2u.

2y

Integrerar vi detta med avseende pa v far vi nu
="+ f(u) =2+ f(2r +5y), [eC'(R).
Svar: z = 22 + f(2r +5y), f € CY(R).

2. a) (Ej del av uppgift, men eftersom F #r C', vi har F(2,—4) = 17 och F, =2y + e+ s att
F,(2,—4) = =7 # 0 sa existerar f(x) enligt implicita funktionssatsen.)
Per definition giller f(2) = —4. Vidare géller

Fa)?+e” H @ =17,
Deriverar vi bagge sidor far vi
2f(z) f'(x) + (22 + f'(x))e” H @ = 0.
Om vi sétter in x = 2, f(2) = —4 far vi alltsa
=8f'(2) + (4 + f'(2)e’ = 0,

som har l6sningen f'(2) = 4/7.
Svar: f(2) = —4, f'(2) = 4/7.



b) Med f(x,y) = 23 + xy? giller att tangentplanet till grafen ges av
z= f(f]-a 2) + f;(*l, 2)(5ﬂ + 1) + fg/;(*la 2)(y - 2)

Vihar f(—1,2) = —5 (stimmer med det som &r angivet i uppgiften), f. = 322 +y?, f.(—1,2) =1,
[y = 2xy, f(=1,2) = —4.
Sé& planet ges av
z2==b+T(x+1)—4(y —2).
(Eller om man vill skriva det pa normalform: 7z — 4y — z = —10.)
Svar: z = -5+ 7(x + 1) — 4(y — 2) (eller 7x — 4y — z = —10).

a) Omréadet ges av olikheterna —2 <2 <2, 0<y <4 — x2:
Y
D: 2<2<20<y<4-—2?

(16 — 822 + z*) dx = {1633—4— =T

3 5

1 8z  a4%1° 256
2 2

Svar: 256/15.

b) Omradet, som ar “nedre halvan” av klotet med centrum i origo och radie 2, ges i sfariska
koordinater av 0 < ¢ < 2w, 7/2 <0 <7, 0 < r < 2. Alltsa géller

///D 2z drdydz = /027r (/7; (/02 2r cos(6) - r2 sin(6) dr) d0> dy

T 2
=2 - / 2 cos(0) sin(0)d0 - / r3dr
/2 0
4

=27 [~ cos?(6)]” {ZK =927 (~1)-4=—8r.

Svar: —8.



4. (a) Vi vet att gradienten VF(0,4,1), dir F(z,y,2) = 2% + 2z + yz3 — z, pekar i normalriktningen
till ytan. Vi har hir

VF=2c+2z—1,2% 2 +3y2%), VF(0,4,1)=(0,1,12).
Alltsé ges tangentplanet av
(0,1,12) o (z,y,2) = (0,1,12)  (0,4,1) < y + 122 = 16.
Normallinjen ges av
(x,y,2) =(0,4,1) +t(0,1,12), teR.
Svar: Tangentplan: y + 12z = 16. Normallinje: (z,y,2) = (0,4,1) +¢(0,1,12), ¢t € R.
(b) Funktionen f(z,y) avtar som snabbast i en punkt (a,b) i riktningen 7 = —V f(a,b), och
riktningsderivatan &r helt enkelt —|V f(a,b)|. Sa i detta fall far vi
Vf = (ycos(zy) + 1,z cos(zy)), v=-Vf(2,7m)=—(r+1,2),

och

fL2m) = —|(r+1,2)| = =/ (r +1)2+22 = —\/72 4+ 27 + 5.

Svar: Riktning: v = —(7 + 1, 2). Riktningsderivata: fL(2,7) = —v7? 4+ 27 + 5.

5. (a) Med
IE2 + 2y4
flz,y) = 2
giller att f(x,0) = 22/2> =1 — 1dd 2 — 0, men f(0,y) = 2y*/y? = 29> - 0dd y — 0.
Eftersom vi héar fick tva olika virden existerar inte gréansvéardet.
Svar: Existerar ej.

(b) Om vi later
In(l4+y+a2%) —y—a?

sa ser vi t ex att (1 ) )
_In(l+4y) -y .
Men om vi tittar p& kurvan y = —z? (som gar genom origo dd x = 0) far vi

In(1 — 2 2 2 _ .2 0
nl-a"+z) 42" =" 0 o a5z 0.
x4 4+ x4 24

f($7 _‘%2) =

Alltsa existerar inte gransvérdet, eftersom vi fick tva olika véirden.
Svar: Existerar ej.



6. En normalvektor till grafen i en punkt (a,b, f(a,b)) pa denna ges av (f’ (a,0), fy(a,b),—1), dvs. i
detta fall (2a,4b,—1). Vi maste alltsd hitta den punkt (a,b, f(a,bd)) pa grafen sadan att vektorn
(2a,4b, —1) ar parallell med normalvektorn till det givna planet, som har riktning (2, —8, —1). Dvs.
det ska finnas ett tal k sddant att (2a,4b, —1) = k(2, —8, —1). Fran den sista koordinaten ser vi direkt
att enda mojligheten ar k = 1, vilket da ger a = 1 och b = —2. Eftersom f(1,—2) = 10 &r den sokta
punken alltsd (1,—2,10) (och vi ser att precis som péastods i uppgiften finns det endast en sddan
punkt). Omradet D ges nu alltsd av olikheterna

1+2% 4+ 2% <z < 10.

Projicerar vi omradet D pa zy-planet dr det litt att inse att projektionen K ges av 1+ 2 +2y? < 10,
dvs. 22 + 2y? < 9. Alltsa far vi att volymen V ges av

V= ///dacdydz—// (/ o dz)dmdy—// — 2% — 2¢%) dudy.

Om vi infor koordinaterna
T = pcosy,
y = % sin ¢

ser vi att omradet i dessa ges av 0 < p < 3 och 0 < ¢ < 27. Vidare géller

d(z,y) ! cosp - —p sin P
drdy = dpdp = | [P dpdyp dpdp = —dpd
e ‘d(p,so) pdp = | Y, yw l pdp = | Jssing  Lscosp | dpdsp = V2P

Alltsa géller

3

3D-visualisering av D och dess projektion K

OmrddetD: 1 + x2+2y2=<z<10

I Paraboloid: z = 1 + x2 + 2y?
Plan: z = 10 Projektion i xy-planet: K
= Shnittkurva: x> + 2y2 =9,z =10

K:x2+2y2<9

Figur 1: Omradet D och dess projektion K i xy-planet.

Svar: 3z



