Losningsforslag till TATA69 Flervariabelanalys 2025-01-07

OBS! Pa uppgift 1-2 ska bara svar anges pa tentan. Nedan finns dock 16sningsskisser med dven for dessa
uppgifter.

1.

a)

r? =22 4+ y? + 22 < 9 dr ekvivalent med 0 < 7 < 3, y > 0 &r ekvivalent med att ¢ € [0, 7], och
f har inga ytterligare begransningar én det som foljer av definitionen av sfariska koordinater,
dvs. 6 € [0, 7].

Svar: 0<r<3,0<p<7m,0<0<T.

Svar: f, = 2xzycos(z’y), [, =a”cos(z®y), [fi, =2xcos(z’y) — 22y sin(z>y).

Med det foreslagna variabelbytet u = 2z — 3y, v = « far vi

I ’o / /
2y = 2y Uy + 2,V = 22, + 2,
Y ’o /
Zy = Zy Uy + 2,0, = —32,.

Alltsa far vi
32, + 22, = 62, + 32, — 62, =32, =0

vilket ger
2= f(u) = f(2x - 3y), feC'(R).
Svar: 2z = f(2z — 3y), f € CYR).

Vi har F) = x* 4 2y och F}(1,—1) = —1 # 0. Alltsa existerar f(z) och vidare géller nu
z+ 22 f(z) + f(x)? = 1.
Deriverar vi bagge sidor far vi
1+ 2z f(x) + 2% f (z) + 2f (2) f'(x) = 0.
Per definition galler f(1) = —1, och om vi sétter in z = 1, f(1) = —1 far vi alltsd
1-2+f(1)=2f'(1) =0,

dvs. f/(1) = —1.
Svar: F(1,-1) = —1, f(1) = —1, f'(1) = —1.

Med F(x,y,2) = 23 +2y?+ 2z giller F(1,—1,2) = 5 s& punkten ligger pa den givna nivadmingden.
Vidare giller att

VF(ZL',y,Z) = (31’2,4:1/,1), VF(17_112) = (37 _43 1)7

och vi vet dd att denna pekar i normalriktningen till ytan i punkten (1, —1,2), sa tangentplanet
ges av
(37 _47 1) b (iE,y,Z) = (37 _47 1) b (17 _172) © 3r — 4y +z2=09.

Svar: 3z — 4y + 2z =9.

D ges i polara koordinater av 0 < p <1, —7/2 < ¢ < 7/2. S&

w/2 1 /2 1
// 3xdxdy = / (/ 3pcos p pdp)dp = / cos @ dy / 3p° dp
D —=/2 Jo —7/2 0

= [sin ap]’i/f/z [, =2

Svar: 2.



b) Omrédet ges av olikheterna 2% + y? < 2z < 1, si att integralen blir

1
// (/ 2y2dz> dzxdy
{e2+y2<1} \Ja24y?
= // 202 (1 — 2% — y?)dxdy
{z2+y2<1}

:A%(AEfmﬂ@u—fw@)w

27 1
= / sin®(p)dgp - / (2p° —2p°)dp
0 0

Svar: 7/6.

4. (a) Eftersom
2 1 1

sa ser vi att

lim  f(z,y) 0= £(0,0).

(z,y)—(0,0)

Alltsa ér funktionen inte kontinuerlig i (0,0). (Det &r enkelt att se att gréansvérdet lim , ) (0,0) f (2, y)
inte ens existerar, t ex genom att vi ser att f(0,y) =y — 0di y — 0.)
Svar: Funktionen &r inte kontinuerlig.

(b) Vi borjar med att berdkna f(1,2) =1, f, = 3x?, f,(1,2) =3, f] =2y — 2 och f;(1,2) = 2, som

vi behéver nedan. Riktningsderivatan berdknas med formeln

f/(l 2) _ Vf(l,?) °v . (f;(l,Q),f;(LQ)) ° (27_1) _ (3a2) ® (27_1) _
A - V5 R
Tangentplanet for grafen z = f(x,y) i (1,2, f(1,2)) ges av ekvationen
2= f(1,2)+ f2(1,2)(x — 1) + £,(1,2)(y — 2),

vilket med vérdena ovanifran insatta ger

5=

z=14+3(x—1)+2(y —2),

vilket omskrivet pa normalform blir
3r+2y—2=6

dar vi kan ldsa av en normalvektor (3,2, —1) (notera att ovanstiende ekvation ocksd kan skrivas som
(3,2, —1) o ((2,9,2) = (1,2,1)) = 0).
Svar: Riktningsderivata f.(1,2) = 4/v/5, plan z = 1+ 3(z — 1) + 2(y — 2), normalvektor (3,2, —1).

5. Skédrningspunkterna A och B fas genom att sitta in z = y = 0 i ytans ekvation:
(—2)* 4+ (—22)?=5 & 522 =5 & z=—leller z = 1.

Skdrningspunkterna ar alltsd A = (0,0, —1) och B = (0,0, 1).

Lat F(z,y,2) = (v +y — 2)2 + (y — 22)% + 3y%. D& ér ytan en nivayta till funktionen F, och
gradientvektorerna VF(A) och VF(B) &r normalvektorer till ytan i punkterna A respektive B. Vi
berdknar

VFE(z,y,2) = (2(x+y—2),2(x+y—2)+2(y —22) + 6y, 2(x+y—2)—4(y—22))



vilket ger VF(0,0,—1) = (2,6, —10) och VF(0,0,1) = (=2, —6,10). I och med att VF(0,0,1) =
—VF(0,0,—1) sa ar vektorn n := %VF(O, 0,—1) = (1,3, —5) normalvektor till ytan i badda punkterna.

Tangentplanet i punkten A = (0,0, —1) ges nu av ekvationen
0 :ﬁ.((ﬂf,y,z) - (Oa();_l)) = (1,37—5).((E,y72+1) :$+3y—52—5

det vill siga x + 3y — 5z = 5. P4 samma sétt fis ekvationen till tangentplanet i punkten B = (0,0, 1)
som

0=ne((z,y,2) —(0,0,1)) = (1,3,-5) e (z,y,z2— 1) =z + 3y — 52+ 5,
alltsa z + 3y — 5z = —5.
De tva tangentplanen sammanfaller inte (exempel-
vis ligger punkten A i det ena, men inte i det andra).
Da planen har en gemensam normalvektor &r de
parallella, och saknar ddrmed skarningspunkter.
Vektorn v := B — A = (0,0, 2) representerar den
riktade strickan AB. Langden av dess projektion
pa planens normalriktning ger avstandet mellan
de tva tangentplanen:

\2-(:5)| 10 2\/5\

P (9)] von_‘ ven
I'p(V)| = — = — = = = .
n|? In| VIZ+32 1 (=52 V35 VT

Svar: Tangentplanen i A = (0,0, —1) och B = (0,0, 1) ges av ekvationerna x + 3y — 5z = 5 respektive
2V5

x + 3y — bz = —5. Avstandet mellan planen ar SV

. Omradet &r helt enkelt snittet mellan halvrummet z + y + z < 0 och klotet med centrum i (1,1, 1)
och radie 4. Genom att gora ett ON-basbyte till ny bas, t ex

x 1

u v w
yl=—|-1]+—=(1]+Z[1
2 V2 Ve o) V314

dar vi lagger den sista basvektorn i (1,1, 1)-riktningen s ges omradet i de nya koordinaterna (u, v, w)
av snittet mellan halvrummet w < 0 och klotet med centrum i (0,0, \/g) och radie 4, eftersom ett
ON-basbyte inte dndrar avstand (och avstandet fran (1,1,1) till origo &r v/3). Eftersom skalfaktorn
vid ett sadant byte dr 1 (Jacobianen &r en ortogonal matris, som vi vet har determinant +1) kan vi
nu helt enkelt rdkna ut volymen av denna méngd i (u, v, w)-rummet (se 3D-bilder pa nésta sida).
Om vi projicerar mingden pa w-axeln far vi [—4 4+ 1/3,0], och for varje ¢ i detta intervall 4r snittet
mellan planet w = ¢ och mingden en cirkelskiva

u? +v? <16 — (w — V/3)?

som har radie 7 = /16 — (w — v/3)2, vilket ger arean 7(16 — (w — v/3)?). Fubinis sats (skivformeln)
ger alltsa att volymen ges av

/_ngyr(lca—(w—\/3)2)dw=7f[16“’_(w_?,f?))3 °4+\/§:._,:W<1?_15\/§)_

Svar: 7(128/3 — 15/3).

Nedan &r bilder forst i xyz-rummet och sedan i uvw-rummet pa klotet och planet i uppgift 7. Méngden
i frdga ar delen av klotet “under” planet.






