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0 Forkunskaper

0.1 Envariabelanalys

e Gransviarden: Vi kommer behéva anvdnda griansvirden fran envariabeln, och ofta kan Tay-
lor/Maclaurinutvecklingar vara anviandbara.

o Derivator: Man maéste kunna derivationsregler (linjiritet, produktregel, kedjeregel ...) samt de
elementédra funktionernas derivator.

o Integraler: Man maste kunna integrationsteknikerna i en variabel (linjéritet, partiell integration,
variabelsubstitution ... ), standard-primitiverna osv.

Vi kommer ocksd behova Taylors sats i en variabel (samt ibland kan man ha nytta av standardutveck-
lingarna for de elementéira funktionerna).

( )

Sats 0.1 (Taylor)
Om f(x) har kontinuerliga derivator upp till och med ordning n + 1 i en omgivning till punkten a,
da galler att
" (n)
fla+h) = f(a)+ f'(a)h + JCT@L)h2 +...+ fT,(a)h" + O(h"h),

dir O(h"*Y) = b(h)h" L for ndgon funktion b(h) som dr begrinsad nira origo.

0.2 Linjar Algebra

Det vi kommer behéva i denna kurs fran linjar algebran &r rummen R™, linjer och plan pa parameter- och
normalform, matriser och hur de multipliceras, determinanter samt lite om egenvérden och teckenkaraktér
till kvadratiska former. Vi sammanfattar kortfattat nedan de viktigaste begreppen. Notera att vi kommer
ha lite férenklande notation da vi i denna kurs i princip enbart kommer arbeta i standardbasen.

0.2.1 Rummen R"

e )
Definition 0.2. For ett heltal n > 0 definieras R™ att vara mangden av alla n-tupler (21, za, ..., 2,)
av reella tal z; (1 < ¢ < n), tillsammans med foljande operationer.

e Addition:

(xlvl'Qa"';xn)—’_(y17y27"';yn) - ($1+y1;$2+y27~~~7$n+yn)a
e Multiplikation med skalar:

k(z1,22,...,2n) = (kx1, kxa, . . ., kxy),
e Skaldrprodukt:

(1,22, ..., Zn) ® (Y1,Y2, - Yn) = T1Y1 + T2Y2 + ... + TpYn.

I R™ har vi en naturlig bas, den sa kallade standardbasen, som ges av:

é1=(1,0,...,0), & = (0,1,0,...,0), ..., &, = (0,0,...,1).



Vi kommer i denna kurs med mycket fa undantag jobba i standardbasen, sa det dr underfoérstatt
att alla begrepp som beror pa valet av bas &r med avseende pa standardbasen om inget annat ségs.
Vi kommer ocksa i denna kurs identifiera element i R™ med motsvarande kolumnvektor:

T
_ T2
T =(x1,Z2,...,2,) = e

Tn

dér det senare alltid ar det uttryck som anvinds vid matrisrdkning. I uttryck som innefattar en
skalarprodukt mellan vektorer ska den dock behandlas som ett element i R™. Notera alltsa skillnaden
att vi i denna kurs tillater oss att skippa e som skrevs framfor koordinatmatrisen i kursen i linjar
algebra. Notera ocksa att vi hir anvinder x som i manga bocker istéllet skrivs med fetstil x, och
kolumnmatrisen skrevs i linjar algebran ofta X istéllet.

I tva och tre dimensioner skriver vi ofta (z,y)/(x,y, z) istallet for (z1,z2)/(x1, 2, x3).

Definition 0.3. Belopp: |(z1,%2,...,%,)| = /27 + 23 + ... + 22.
Avstand: d(z,y) = |z — y|.

Vinkel: cos ¢ = ;m’ﬂ (¢ vinkeln mellan Z och 7).

Notera att z,y ar ortogonala om och endast om x e y = 0.
Schwarz olikhet: |T o | < |Z||y].
Triangelolikheten: |z + y| < |Z| + |g|.

0.2.2 Linjer och plan
En linje pa parameterform i R™ skrivs som
(1,22, .., Zpn) = (ag, a1, ..., an) + t(v1,02,...,0,),

déar (ag,a,...,a,) ar en fix punkt pa linjen, och (vq,ve,...,v,) ir en riktningsvektor till linjen. Para-
metern ¢ dr ett reellt tal (varje ¢ svarar alltsd mot en unik punkt pa linjen).
I tva dimensioner kan en linje ocksé skrivas pa normalform

ar +by =c

dar (a,b) nu ar en normalvektor till linjen. Det kan vara virt att notera att om (a, b) ar en normalvektor
till en linje, s& &r (b, —a) en riktningsvektor och vice versa.
Ett plan pa parameterform i R™ skrivs som

(21,22, .., Zn) = (ag, a1, ..., an) + s(ug, vz, ..., uy) + t(vy,va,...,05),

déar (ag,ai,...,ay) ar en fix punkt pa planet, och (uj,us,...,u,) och (vy,vs,...,v,) ar ickeparallella
riktningsvektorer till planet.
I tre dimensioner kan ett plan ocksa skrivas pa normalform

ar+by+cz=d

dar (a, b, ¢) nu ar en normalvektor till planet. Kom ocksé ihdg att vi kan komma fran parameterformen till
normalformen genom att ta kryssprodukten av de tva riktningsvektorerna for att fa fram en normalvektor.



0.2.3 Matriser

( )

Definition 0.4. Om vi for varje par i med 1 < ¢ <r, 1 < j < k har fatt tal a;; € R d& kallar vi

a1p Qai2 e Qg

a21 Q22 ... Qa2
A = (aij)rxk =

Ar1  Qp2 cee Qg

for en r x k-matris over R.

e En r x k—matris har r rader och k kolumner. En matris som bara har en rad, (a11 a12 - a1x),
kallas en radmatris, och en matris som bara har en kolumn,

kallas en kolumnmatris.
e En r x r—matris kallas kvadratisk.

o Transponatet A’ av en matris A ér den matris man f&r om man byter rader mot kolumner. T ex.
ar

Definition 0.5. o (@ij)rxk = (bij)rxk om och endast om a;; = b;; for alla ij,
o (@i5)rxk + (Bi)rxk = (@s; + bijlrxrs
O )\(aij)rxk = (Aaij)rxlm

O (az’j)rxm : (bij)mxk = (Cij)rxka dar Cij = ailblj + ai2b2j W oooTr aimbmj~

0.2.4 Linjiar Avbildning

Definition 0.6. En avbildning (funktion) F : R™ — R™ som uppfyller
F(z+y)=Fz+ Fy,
F(kx) = kFz

for alla vektorer z,y € R™ och konstanter k kallas linjér.




Sats 0.7

Till varje linjar avbildning F : R™ — R™ finns en unik m X n-matris A, sadan att
Fx = Az,

ddar Ax betecknar matrismultiplikationen mellan matrisen A och kolumnvektorn .

I linjar algebra har vi sett att det finns en unik matris givet att vi valt bas till R™ respektive
R™. T denna kurs kommer vi alltid jobba i standardbasen och kommer darfér normalt formulera
definitioner i termer av matriser.

Ifall m = 1 da kan vi ocksa formulera det som att F' : R® — R &r linjadr om och endast om det
finns konstanter Ay, Ao, ..., A, sddana att

F(J)l,ﬂjg, e ,.73”) = All‘l + AQIQ 4+ ...+ Anﬂj‘n

0.2.5 Determinanter, Area och Volymskala

Om A ar en kvadratisk matris sa géller att
detA = + arean/volymen av parallellogrammet/parallellepipeden som spénns upp av kolumnerna i A.

Detta pastdende galler (rdtt tolkat om n > 4) i alla dimensioner. Notera att detta dr samma sak
som att siga att A sett som linjir avbildning avbildar enhetskvadraten/kuben i R™ pa ett parallel-
logram /parallellepiped med volymen |detA|. Det dr dérfor ett belopp av en determinant kommer in i
formeln for variabelbyten i multipelintegraler senare i kursen.

0.2.6 Kvadratiska Former

Detta material kommer in nedan d& vi ska se pa lokala extrempunkter. Det &r enbart hur man rdknar
fram egenvirdena till en matris samt hur man avgdr en kvadratisk forms teckenkaraktir utifran dessa
som vi kommer anvinda.

Definition 0.8. En kvadratisk matris A siigs ha ett egenvirde A (reellt tal, eventuellt 0) med
motsvarande egenvektor v # 0 om
Av = Av.

Eftersom
Av=X v & (A—-X)v=0

s& har vi att A\ ar ett egenvérde till A om och endast om A — Al inte &r inverterbar, det vill séga om och
endast om
det(A—XI)=0.

Kom ocksa ihag att en kvadratisk form @ : R™ — R &r en funktion pa formen
Q(z) = 7' Az,
dér Z¢ betecknar transponatet och A dr symmetrisk (det vill siga A' = A).

Teckenkaraktér: En kvadratisk form Q(z) = 7t AT pd R™ siigs vara:



o Positivt definit om Q(z) > 0 for alla z # 0,
o Positivt semidefinit om Q(z) > 0 for alla Z med likhet fér nagot T # 0,
o Negativt definit om Q(z) < 0 for alla z # 0,
o Negativt semidefinit om Q(z) < 0 for alla & med likhet for nigot z # 0,

¢ Indefinit om den antar bade positiva och negativa virden.

Sats 0.9
Om A1, Aa, ..., Ay ar egenvdrdena till A, dd gdller att Q dr:

e Positivt definit om och endast om alla \; > 0,
o Positivt semidefinit om och endast om alla \; > 0 med likhet for nagot i,
e Negativt definit om och endast om alla \; < 0,
e Negativt semidefinit om och endast om alla A\; < 0 med likhet for nagot t,

e Indefinit om det finns bade positiva och negativa egenvdirden.

Ett alternativt siatt att bestimma teckenkaraktéiren som inte gar via egenvérden ar succesiv kvadrat-
komplettering.

1 Delmingder till R”. Funktioner

Detta kapitel dr ganska omfattande med manga begrepp och mycket notation som kommer anvindas i
kursen. Kapitlet dr presenterat i sin logiska ordning, vilket inte nédvdndigtvis dr detsamma som dess
mest pedagogiska ordning. Lite ldsanvisningar:

e Se forst och framst till att ni forstar reellvirda funktioner av tva och tre variabler givna av funk-
tionsuttryck (som t ex. f(x,y) = x—2y eller g(x,y, z) = xy—+/z) samt grafer, nivakurvor/nivaytor.
Detta dr helt centralt for allt i kursen.

o I manga geometriska problem behdver vi beskriva delmdngder till R™, och dessa behdvs ocksa for
att beskriva funktioner och deras definitionsmdngder, malmédngder och virdemdngder.

— Se till att ni forstar mangder givna av ekvationer och olikheter (och notationen som anvinds)
(t ex. {(z,y) e R?: 22 + 2 < T7}).

— Ldr er sedan begreppen inre-, yttre- och randpunkt samt begreppen éppen och sluten mdangd.
o Vektorvirda funktioner (som t ex. f(z,y) = (zy,siny)) byggs upp av reellvirda koordinatfunktioner.

e Materialet om sammansatta och inversa funktioner kommer in forst ndr vi borjar prata om inversa
funktionssatsen. Detta gdller dven subtilare fragor om definitions-, mal- och virdemdngder.

e Poldra och sfiriska koordinater kommer vi anvinda vid grinsvdrdesundersékningar och i variabel-
byten i multipelintegraler.

1.1 Delmangder till R”

En méngd M i R™ ar en véldefinierad samling punkter (element) i R™. T ex. dr R™ sjilv en méngd.
Om M, Ms ar méngder i R™ sa definierar vi:

e My C Msy: "My ar en delméngd till M5”, om varje punkt i M; ocksa ligger i Mo,



o My N Ms: ”M; snitt My”, médngden av punkter som ligger i bade M; och Mo,
e M; U Ms: "My union M>”, madngden av punkter som ligger i minst ett av M eller My,
e My \ My: "M; minus M>”, méngden av punkter som ligger i My men inte i M.

Vi skriver ocksa
y € M : y tillhér M, eller y &r en punkt i M.
Kanske ratt sjalvklart, men tva mangder sigs vara lika om de innehaller samma element. Den tomma

méngden dr mingden som inte har nigra element alls, och betecknas 0.
Ofta betecknas méingder pa foljande sétt:

(z eR": P(3)},

som star for méngden av de £ i R™ som uppfyller villkoret P(Z), eller mer allmént {z € M : P(Z)}
ar de punkter Z i mangden M som uppfyller P(Z). Om det star tva eller fler villkor, t ex. {Z € M :
Py (Z), P»(Z)}, betyder detta att alla villkoren ska vara uppfyllda (det vill sdga kommat ska tolkas som
ett och).

T ex. {Z € R? : |Z| = 1} ir helt enkelt enhetscirkeln i planet, och [a,b] = {x € R:a < x < b}. Om
en méangd ar dndlig skriver man ofta ocksa

{jlaj27 e 7*%]6}’

dér Z;:na ar elementen i méngden.

( )

Definition 1.1. Givet y € R™ och € > 0 sa definierar vi (det 6ppna) klotet B(y,e) med centrum gy
och radie € i R” som
B(y,e) ={z e R": [z —y[ <e},

det vill sdga de punkter & som har avstand mindre an e till y.

N

en=1:0myeRoche>0sdéar Bly,e) =]y —e,y+el

en =2:0m y € R? och ¢ > 0 éir B(y,¢) en cirkelskiva med radie € och centrum j (som inte innehéller
cirkeln med radie ¢ och centrum ).

en =23 0my € R3oche>0sair B(y,¢e) klotet med radie € och centrum 7 (som inte innehdller sfiren
med radie € och centrum ).

e O.s.v. for hogre dimensioner.

Notera att dimensionen pa B(y,e) bestdms av vilken dimension g ligger i. Notera ocksa att klot
kommer férekomma mycket nedan.

Definition 1.2. Givet M C R™ och y € R" sa kallas ¥ en:
e inre punkt till M om det finns € > 0 sa att B(y,e) C M,
e yttre punkt till M om det finns € > 0 sd att B(y,e) C R" \ M,
e randpunkt till M om y varken ar en yttre eller inre punkt till M.

Maéangden av alla randpunkter till M betecknas OM. Om alla punkter i M &r inre punkter till M
kallas M oppen. Om OM C M kallas M sluten.

o M =M UOM (kallas M:s slutna hélje),
o M°= M\ OM (kallas M:s inre).




Notera att M ar 6ppen om och endast om R™ \ M ar sluten.

Definition 1.3. Om det finns 7 > 0 s& att M C B(0,r) sa kallas M begrinsad.
En sluten och begransad méngd kallas kompakt.

Exempel 1.4. Nedan ser vi exempel pa en méngd M, i detta fall en ellipsskiva. Notera att z &r en inre
punkt eftersom det finns en cirkelskiva B(Z,¢) som ligger helt i M, och Z &r en yttre punkt da det finns
en cirkelskiva B(z,e) som ligger helt utanféor M. Punkten y &r en randpunkt, fér oavsett hur litet vi
véiljer € kommer cirkelskivan B(y, ) innehélla punkter som ligger i M och punkter som inte gor det.

Randen OM till M &r den bla ellipsen. Observera att nedanstaende bild inte innehéller all info om
méngden, eftersom den inte specificerar vilka punkter pa randen som ingar. M ar sluten om alla punkter
pa OM tillhér M. A andra sidan &r M éppen om inga punkter pa OM ligger i M.

€) OM

W B(y,¢c)

Definition 1.5. En 6ppen méngd M som innehdller a kallas en (6ppen) omgivning till a.

1.2 Funktioner

En funktion f fran en méngd M C R” till en méngd N C R™ ér en regel som for varje & € M ger exakt
ett virde f(Z) € N, vi skriver B
f+:M— N.

(Ett annat skrivséitt, dir dock N inte &r med explicit, 4r z € M,  +— f(Z).) -
M kallas for definitionsméngden till f, och betecknas dven Dj;. Méngden N kallas ibland f:s
malmangd.

 En funktion bestar alltsd om man ska vara riktigt formell (vilket vi som tur &r oftast inte kommer
vara) dels av sjdlva regeln f som ger virdet, definitionsméngden M som dr de punkter som vi far
stoppa in i denna regel, samt malméngden V.

o T ex. ar

:R3 — R? déir f(z,y,2) = (zy,sin 2),
‘R3 = {(u,v) € R? : —1 < v < 1} dér g(z,y, 2) = (zy,sin 2),
A(x,y,2) € R®: x < 0} — R? déir h(x,y,2) = (xy,sin 2),

> QI

tre olika funktioner, trots att sjdlva regeln ar densamma.

+ Om vi far ett funktionsuttryck och Dy inte anges explicit ar det underforstatt att det ar den storsta
méngden dir uttrycket dr meningsfullt, och N &r hela R™ (for ndgot m).

¢ Nedan dr det underforstatt att Dy ligger i R™ for nagot fixt n.



o Notera dock att vi mycket val far vélja ett mindre D 7 an det storsta mojliga. Redan i en vari-
abel har ni stott pa detta da ni skulle definiera inversen till t ex. sinx. For att detta ska vara
mojligt véljer man normalt definitionsméngden [—7/2,7/2] och malméngden [—1,1] (som da blir
definitionsméngden for inversen arcsin).

o Manga bocker pa denna niva tilliter sig att skriva saker som att f gar fran R? till R, utan att
mena att Dy nddvindigtvis dr hela R?. Jag foredrar dock att i sidana fall siga nigot i stil med

"lat f vara en reellvird funktion av tvd variabler”, alternativt det ndgot mer formella ”f : Dy — R
(D‘f C RQ)”.

e Om f: M — R™ s4 ér den pa formen

f(l'l»an"'vxn) = (fl(xlvx%'~~7$n)7f2(w1;x27"'7xn)7"'vfm(l'lvx%"'vxn))v

dar varje f; : M — R. Egenskaper hos f bestams dérfor till stor del av egenskaperna for f;:na var
for sig, varfor mycket fokus ligger pa reellvirda funktioner nedan.

o Vi forsoker vara noga med att anvinda vektorbeteckningen x for punkter i R™ om n eventuellt ar
storre an 1, och for funktioner som (eventuellt) dr vektorvirda, det vill siga déar eventuellt m > 1
ovan, kommer vi skriva f. Undantag gors dock for linjira/affina funktioner som vi oftast skriver
med stora bokstéver istéllet (t ex. A eller F'), utan vektorstreck dven om vi eventuellt har m > 1.

N
Definition 1.6. Vardeméngden V7 till f ar méangden av alla punkter j € R™ sidana att det
finns £ € Dy med § = f(z).

e )
Definition 1.7. Om f: Dy — R (D; C R") sé kallas méngden av par

{(z, f(z)) e R*"*! : & € Dy}
for grafen till f.

N

e )
Definition 1.8. Nivaméangden vid ¢ € R till f : Dy — R &r méngden av £ € Dy saddana att
@) =ec.

Om vi ar i tva dimensioner blir en nivaméangd oftast en kurva, och man kallar det da en nivakur-
va. Om vi &r i tre dimensioner blir det istéller oftast en yta, och vi kallar det da en nivayta. Det
kan dock hidnda att det t ex. blir tomma méngden, en punkt eller hela rummet. Vi kommer dock
vara lite informella och anvinda begreppen nivikurva/niviyta som synonymer med nivaméngder i
tva respektive tre dimensioner.

1.3 Parameterkurvor

En vektorvird funktion av en variabel 7 : [a,b] — R™ &r pa formen

7(t) = (r1(t), r2(t), ..., ().

10



I de fall varje funktion 7; : [a,b] — R &ar kontinuerlig kallar vi detta en (kontinuerlig) parameterkurva i

R™.
Aven om det skulle, i de fall n = 2, g& att rita t-axeln och viirdena (71 (t),72(t)) i ett tredimensionellt
rum sa att man far en kurva i "rumtid” ar detta oftast inte ndgon direkt hjélp, utan man ritar normalt

bara ut kurvan i planet (det vill sdga virdeméngden) utan att ange vilket ¢-viirde som varje punkt
motsvarar.
Exempel 1.9. Har nedan har vi plottat (virdeméngden till) kurvan

{ x(t) = 2cos(t) — cos(2t),
y(t) = sin(t) —sin(2t), 0<t <27

Definition 1.10. En mingd M C R™ kallas (bagvis) sammanhingande om varje par av punkter
i M kan sammanbindas med en kontinuerlig parameterkurva som helt ligger i M.

My

Den ljusbla méngden M &ar sammanhingande,

medan den gula méngden My (som bestar av en cirkel och en ellips) inte ar det.

1.4 Reellvarda funktioner av tva variabler

For att fa en forstaelse for funktioner av flera variabler dr det bra att borja med att studera reellvarda
funktioner av tva variabler. Sa fort vi har fler variabler &n s& ar det inte mojligt att visualisera deras

grafer.
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Pa manga sétt dr det hir som den stora skillnaden sker mellan envariabelanalys och flervaria-
belanalys. Forstar man fallet med tva variabler dr det oftast ganska direkt att generalisera till flera
variabler. Da fallet med reellvirda funktioner av tva variabler i princip dr det enda som gar att
visualisera nagorlunda fullstdndigt &r det extra viktigt att forst borja med detta.

Nedan ér grafen till funktionen f(x,y) = 22 + 4y? ritad éver omrddet Dy = {(z,y) : 22 + 4y? < 4},
och bredvid ar nagra nivakurvor till densamma ritade.

1.4.1 Grafritning

Att forstd vad grafen till en funktion av tva variabler representerar, och hur man i alla fall i
princip gar till vaga for att plotta en sadan ar mycket viktigt, &ven om det i praktiken oftast ar
vettigare att anvidnda ett lampligt datorprogram for att gora sjilva arbetet.

For att gora en graf till en funktion f(z,y) av tva variabler kan man goéra sa att man skapar en viardetabell
genom att vélja ut lampliga punkter. T ex. om vi ovan valde punkterna

(—2,0),(-1,0),(0,-1),(0,0),(1,0),(0,1),(2,0)
och riknar ut motsvarande varden for f far vi
f(=2,0) =4, f(-1,0) =1, f(0,—1) =4, f(0,0) =0, f(1,0) =1, £(0,1) = 4, f(2,0) = 4.
Alltsa ligger punkterna i R? som ges av
(-2,0,4),(-1,0,1),(0,-1,4),(0,0,0),(1,0,1),(0,1,4),(2,0,4)

pa grafen. Sedan far man skarva ihop pa lampligt sdtt mellan punkterna for att fa en approximation till
den riktiga grafen.

Om vi bara plockat punkter lite hiar och dar adr det dock svart att skarva ihop till en graf pa ett
vettigt sdtt. Oftast ar det mer rimligt att vdlja ut nagra olika viarden pa x respektive y, sdg x1, o, ..., Tk
och y1,y2,...,y;, och se pd funktionerna f(x;,y) for varje i och rita ut kurvorna (z;,y, f(x;,y)) (notera
att detta &r en parameterkurva i rummet med y som parameter), och sedan likadant {6r varje j ritar
viut (z,y;, f(z,y;)). Notera att dessa bara &r grafer till funktionerna av en variabel f(x;,y) respektive
f(z,y;) dér vi héller den ena variabeln fix, fast utritad i planet dér = a; respektive y = y; i tre
dimensioner. Alla dessa kurvor bildar nu ett rutnit, och fran detta rutnit som ju ligger pa grafen till
funktionen kan vi fa en bra bild av hur grafen till hela funktionen ser ut.
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Hér nedan har vi plottat funktionen f(z,y) = 2® + 4y? igen, men 6ver Dy = {(z,y) : 22 + 4y* < 16}
samt ritat ut kurvorna som beskrivits ovan for x = —2, —1,0,1 och 2, respektive y = 0.7,1,1.2 och 1.5
(notera att kurvan som fas da y = 0 dr "bottenkurvan”, negativa y ligger pa baksidan och syns inte i
bilden).

Nar det géaller nivakurvorna notera att dessa fis av att snitta grafen med ett plan vid héjd c¢. Hér
nedan har vi plottat f(z,y) = 2% + 442 tillsammans med planet z = 1.5. Om vi tar kurvan som fis av
snittet mellan planet och grafen och projicerar pa xy-planet far vi nivikurvan f(z,y) = 1.5, och den &r
i detta fall en ellips, precis som vi sag tidigare.

Nér det géller att beskriva en nivakurva f(z,y) = ¢, notera att detta betyder att vi forsoker 16sa en
(typiskt ickelinjar) ekvation. Det finns inget systematiskt sitt att gora detta pa, sd det ar bara i enklare
fall som ovan vi kan férvinta oss att kunna l6sa detta exakt.
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1.5 Nivaytor till funktioner av tre variabler

Givet en funktion av tre variabler w = f(z,y,z) sa ligger grafen till denna i R*, och kan alltsd inte
visualiseras. Men man kan &nda fa en viss geometrisk kénsla av hur funktionen ”ser ut” via dess nivaytor.
Det vill sdiga man tittar for fixt ¢ pa vilka punkter (z,y, z) som uppfyller ¢ = f(z,y, 2).

T ex. om f(z,y, 2) = 2% +2y? + 422 kan vi ganska enkelt se att f(r,y,z) = c ger ellipsoider om ¢ > 0
(om ¢ = 0 ger det bara punkten (0,0,0) och om ¢ < 0 finns det inga punkter som uppfyller detta). Har
nedan dr nivaytan fér denna funktion plottad for ¢ = 1 (notera att det bara ér sjdlva mantelytan som ar
niviytan, inte det som ar innanfor ellipsoiden).

f
05 f
f

r
0.0 f-
|

Lol

Notera dock aterigen att det vi vill géra &r att hitta 16sningarna till den typiskt ickelinjdra ekvationen
f(x,y,2) = ¢, och det dr bara i enklare fall detta kan goras exakt.

1.6 Sammansatta och inversa funktioner

Detta material kommer in forst nér vi ska borja prata om inversa funktionssaten i kapitel 7 och
kan ldmnas tills det behovs.

Definition 1.11. Givet funktioner f:M — N och g:U — V da definierar vi go f : M — V, dar
M={zeM: f(z) €U} via B B
go f(z) =g(f(z)).

Anledningen att vi maste infora M ir for att vissa punkter Z € M eventuellt avbildas pa punkter f(z)
dér g inte &dr definierad. T ex. om f(z,y) = x4y och g(t) = 1/¢, om vi inte anger D och D, explicit skulle
detta innebéra att Dy = R? och Dy, = R\ {0}. I detta fall blir M = Dyoy = {(z,y) € R2 x+y#0},
och g o f(a,y) = g(F(z.y)) = 1/(x +3).

Definition 1.12. Givet f — N a sager vi att f ér inverterbar om det finns en funktion

f': N — Msadan att f~1o f(z) = f~1(f(Z)) =z och fof~1(y) = f(f ' (y) =y forallaz € M
respektive y € N.

Det &r latt att inse att det kan finnas hogst en invers. Kravet for att en invers ska finnas ar precis
att det for varje j € N finns exakt ett Z € M sadant att f(Z) = ¢, och da ar f~'(y) = & for detta unika
Z. Det vill sédga funktionen maste vara vad som kallas bijektiv:
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Definition 1.13. En funktion f : M — N som ovan sigs vara:

e injektiv om det for varje par a,b € M, a # b giller att f(a) # f(b).

e surjektiv om det for varje y € N finns (minst) ett £ € M med 3 = f(Z).
e bijektiv om den dr bade injektiv och surjektiv.

1.7 Affina funktioner

Vi repeterade ovan lite linjar algebra. En stor del av denna kurs kommer handla om differentierbarhet,
som &r en generalisering av vanliga derivatan fér envariabelfunktioner till funktioner av flera variabler.
Ett sétt att séga att en funktion i en variabel ar differentierbar ar att den har en tangentlinje, och denna
ges da i punkten (a, f(a)) av

y=f(a)+ f'(a)(z —a).
Notera att funktionen = — f’(a)(xz — a) &r linjir, men en linjar funktion avbildar alltid nollvektorn péa
nollvektorn. Funktionen som ger tangentlinjen &r alltsd en summa av en konstant och en linjar funktion.

Definition 1.14. En funktion F : R™ — R™ pa formen
F(z) =c+ Az,

dér ¢ dr en fix vektor i R™ och A : R™ — R™ ar linjar kallas affin.

Notera att summan av tva affina avbildningar (med samma n,m) ar affin, och likasd om vi
multiplicerar med en reell konstant. Vidare dr F' inverterbar om och endast om A &r inverterbar

(y=c+Ar o Az =y—cex=A"1(y—¢c) om A~} existerar).

Definitionen av differentierbarhet kommer bygga pé att en funktion lokalt kan approximeras med en
affin funktion, dar denna affina avbildning tar rollen som tangentlinjen har ovan.
Hér ar (en del av) grafen till den affina funktionen f(x,y) =5+ 2(x — 1) + 6(y — 2) plottad:

0.
= 0.5 .--"'"'fr____'---_
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1.8 Polira/Sfariska koordinater

e Polira koordinater:
T = pcosy
y = psing,

V22 + y? och ¢ ér begrinsad till ett for det aktuella problemet lampligt valt intervall

dér p = |(z,9)] =
t ex. [0, 27| eller [—m, 7[).

av ldngd 27 (

y
(z,9)

p psin e

pCos

e Sfiriska (rymdpoléra) koordinater:

T =TCcospsinf
y = rsinpsinf
z=rcosb,

dir r = |(z,y,2)] = V22 +y?2+ 22 och 0 < 0 < 7 (obs!) och ¢ &r begrinsad till ett for det aktuella
problemet l&mpligt valt intervall av lingd 2.

z

 (@.9.2)

Notera att valet av intervall av ¢ i poldra koordinater respektive ¢, 0 i sfiriska koordinater &r
gjort pa ett sddant sitt att i princip varje punkt i planet/rummet ska ha en entydig representation.
Undantaget for poldara koordinater ar origo, som ges av att p = 0, och ¢ ar da inte entydigt bestdmt.
I sfariska koordinater dr ¢ godtyckligt lings hela z-axeln, och i origo adr dessutom inte 6 entydigt
bestamt. Eftersom detta bara ror en véldigt liten méngd i respektive fall vallar detta sédllan nagra
problem i praktiken.
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2 Gransvarden. Kontinuitet

2.1 Gransvirden

Definition 2.1 (Hopningspunkt). Givet en mingd M C R™ si séger vi att £ € R™ ar en hop-
ningspunkt till M om det for varje § > 0 finns en punkt y € M \ {z} sadan att |z — y| < 0.

Detta sager bara att det finns punkter andra dn x godtyckligt néra x i M. Notera att x inte nédvandigtvis

maste ligga i M for att vara en hopningspunkt.(Det kan vara vért att notera att om det finns punkter

godtyckligt nira z i M \ {Z} maste B(Z,§)N (M \{z}) innehalla odndligt ménga punkter for varje § > 0.)
T ex. i nedanstaende bild &r x,y bada hopningspunkter till M, men z &r inte det.

N e

Re

<o

Definition 2.2. Lat f : Dy — R™ dér Dy C R", och antag att a ar en hopningspunkt till Dz. Vi
sager da att f har gransvirde b € R™ i @ om det for varje € > 0 finns 6 > 0 sadant att

|z —a| <6 och € Dy\{a}=|f(Z)-b <e.

Vi skriver i sa fall

lim f(z) = b.

r—a

Definitionen ovan dr helt analog med den for fallet m = n = 1, och precis som dér ar det bést att
inte stirra sig blind pa denna formalitet utan att ofta tdnka pa grinsviarden ganska intuitivt. Vad
den séger &r att f har griansvirde bia om f (z) ar nastan lika med bom T # a ar tillrackligt
néra a (samt ligger i D).

Om a inte dr en hopningspunkt dr det inte sd rimligt att prata om grénsvirde da vi gar mot
punkten (eftersom det skulle betyda att a ér isolerad fran resten av D f). Det ar ocksa relativt enkelt
att visa att det inte kan finnas tva olika b som uppfyller ovanstiende, det vill siga gransvirden &r
entydiga om de existerar. Notera ocksd att om f rakar vara definierad i @ si paverkar detta inte
gransvirdet med ovanstaende definition. Notera att vissa bocker inte utesluter a pa detta vis, men
det vanligaste &r nog att detta gors.
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Foljande sats ar det vi oftast anvénder, atminstone implicit, for att visa att ett gransvirde existerar:

( )

Sats 2.3
Antag att h dr en reellvard funktion definierad pa nagot intervall 10,e[ dar e > 0 och sadan att

limy o+ h(t) = 0. Om det finns 6 > 0 och en funktion 1)(z) sidana att
e % dr begrinsad pd (B(a,d) N D¢) \ {a},
« f(z)—b=1v(x)-h(z—al) for alla z € (B(a,d) N Dy) \ {a},

dd har f grinsvirde b i a.

For att tillimpa satsen ska man forsoka bryta ut limplig "faktor” av |z — a| ur f(z) — b for att fa
kvar nagot begransat.
For att illustrera satsen ovan tittar vi pa

3 3

2212 (a2 +y2)32

2 +y2.

Eftersom 9(z,y) = W uppfyller |¢(z,y)| < 1 dr den begrinsad, och med h(t) = ¢ har vi

h(|(z,y)]) = /22 + y2. Alltsd ger satsen att
. z®
lim —— =
(@y)—(0,0) % +y?
Normalt kommer vi dock inte inféra beteckningarna ¢ och h, utan bara siga att eftersom x3 /(2% 412)3/2
ar begransad och y/x2 + y2 — 0 sa blir gransvardet 0.
Foljande sats, som foljer mer eller mindre direkt av definitionen &r var standardmetod for att visa

att ett gransvirde inte existerar:

( )

Sats 2.4
Antag att f Dy —» R™ (Df C R™), a ar en hopningspunkt till Dy och att f har grinsvirde b i a.
Om 7 : [e,d] — DyU{a} dr en kontinuerlig parameterkurva sidan att

. 77(0) =a,

o 7(t) € Df\{a} omc<t<d,

da galler ~ -
lim f(7(t)) = b. (1)

t—ct

Denna sats sdger alltsa att for alla kurvor som 7 ovan maste gransvérdet (1) existera och ge samma
virde b. Det vill siga, om vi kan hitta tvi olika sidana kurvor som ger olika grinsvirden far vi en
motségelse till att gransvirdet existerar. Faktum &r att om a t ex. dr en inre punkt till Dy U {a} géller
omvandningen ocksa, det vill siga om gransviardet existerar och adr samma lidngs alla sadana kurvor
existerar gransviardet, men detta &r i praktiken inte anvéndbart for att visa att en funktion har ett
gransvirde. Notera dock att det inte ricker att det existerar ldngs t ex. alla rdta linjer som gar in mot
punkten, utan det maste vara ldngs alla sidana kurvor.

For att illustrera hur satsen kan tillimpas ser vi pa
2 2
72 —
e
(@)~ (0,0) 22 +y?
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Om vi d& later 71(t) = (¢,0) far vi (med f(z,y) = (22 — y?)/(2® + y?)) att

tl—i>r(IJl+ () = tl—i>I(I)l+ g =1
men med 72(t) = (0,t) far vi istéllet
—t2
Jm f(r2() = Hm =1

Eftersom dessa véarden ar olika kan inte gransvirdet existera.

Nér man ska underscka ett gransvirde maste man forst forsoka avgéra om man tror att grans-
virdet existerar eller ¢j. Om man tror att det inte existerar férséker man tillimpa sats 2.4 ovan,
genom att vélja tva kurvor som ger olika viarden pa gransvérdet.

Om man & andra sidan tror att gréansvirdet existerar far man férsdka med en uppskattning. I
bada fallen ar ofta polira/sfiariska koordinater anvindbara.

Nedanstaende tva satser dr sadant som man ofta anvinder implicit utan att kanske tdnka pa det.
Bevisen ar analoga med de for motsvarande satser i envariabelanalysen.

( )

Sats 2.5
Antag att f och § ar funktioner av n variabler som tar virden i R™, ddr limz_,a f(:E) = b, och

limgz_.5 §(Z) = ba, dd gdller
(a) %g%(af(fc) + Bg(z)) = aby + Bby for alla o, B € R,
(8) tim F() ¢ 3(2) = by o b,

_ i) b
(¢c) Om m =1 och by # 0 gdller lim @ =1
z~a g(z) by
(Notera att en del av pdstiendet dr att gransvirdena i (a) — (¢) ovan existerar under dessa forut-
sattningar, vilket gdller sd linge som a dr en hopningspunkt till D g N Dj.)

Satsen om gransvirden for sammansatta funktioner blir tyviarr nédvéndigtvis kranglig att formulera,
men informellt tink: om f(z) — b da & — @ och §(y) — ¢ da § — b sa giller g(f(z)) — ¢ da = — a,
darfor att om Z ligger néra a sa ligger 7 = f() néra b, och darfor ligger g(f(z)) nira ¢. Problemet &r
att i definitionen méste § # b, vilket gér att vi maste kriva att f(z) # b ifall Z # a ligger néra a, och
dessutom maste det finnas punkter Z godtyckligt nira a sidana att g(f(z)) 4r definierat, det vill siga
att a &r en hopningspunkt till D, 7.

( )

Sats 2.6
Antag att f : Dy = R™ och g: Dy — R¥, @ och b dr hopningspunkter till Dy, 5 respektive Dg och
dessa uppfyller

(a) f(Z) — b ddz — a och g(yj) — ¢ dd ij — b,
(b) det finns ett Gppet klot B(a,e) sddant att f(z) #b om z € (B(a,e) N Dg) \ {a}.

Da galler att ~
g(f(z)) = ¢ ddi x — a.
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Undantagsfallen ddar antagandena att a dr en hopningspunkt till Dj, 7 eller (b) stdller till problem dr
valdigt speciella, och dr normalt inte nagot vi behdver bekymra oss om.

For att illustrera denna sats kan vi titta pa kvoten sin(zy)/(zy). Med g(t) = sint/t och f(x,y) = zy,
dér vi véljer Dy = {(z,y) : 2y # 0} (s& att f(z,y) € D, for varje (z,y) € Dy), da giller g(f(z,y)) =
sin(zy)/(xy). Eftersom vi vet fran envariabelanalysen att g(¢t) — 1da ¢ — 0,och xzy — 0da (z,y) — (
(vilket t ex. foljer av sats 2.5 (b)), s& foljer enligt ovanstaende sats att g(f(z,y)) = sin(zy)/(xy) —
(z,y) — (0,0).

Det ska dock sdgas att vi d&ven hir normalt inte ar sa pass formella, utan i praktiken skulle vi néja
oss med att sdga nagot som foljer: Eftersom

sint

lim — =1, och lim zy=0
t=0 (z,9)—(0,0)

géller, enligt satsen om gransvirden av sammansatta funktioner,

. sin(xy)
im
(z,y9)—(0,0) Ty

=1.

Vi kommer mest studera gransviarden for reellviarda funktioner, och detsamma kan sigas om
kontinuerliga funktioner. Anledningen &r helt enkelt att studera dessa for vektorviarda funktioner i
praktiken blir att studera vardera koordinat for sig:

Sats 2.7
Om f = (f1,f2s.--s fm) : Df = R™ da gdller

llmf(.i‘) :?j: (ylayQa"'7ym)a

r—a
om och endast om
lim f(2) = y;

for varje 1 < j < m.

Notera att definitionen av grinsvirden ovan bara géller for punkter @ i R” och b € R™. Om vi vill ta
gransvirden nér |z| gar mot odndligheten &ar det istéllet foljande definition som géller:

( )

Definition 2.8. Antag att f : Dy — R™ dér Dy C R", och att det for varje R > 0 finns punkter
z € Dy med |Z| > R. Om b € R™ uppfyller att for varje € > 0 finns R > 0 si att

|f(Z) — b < e for alla Z € Dj med 7| > R,
i s& fall siger vi att f(z) har griansvirde b da |Z| — oo och skriver

lim f(z) =b.

|Z|—o00

Det forsta antagandet siger bara att Dy dr obegransat, sa att det gar att nirma sig oo via Dy.
Man kan &ven for reellvirda funktioner definiera oegentliga gransvarden att f(z) — oo eller f(z) — —oo
da z — a. Detta skulle da betyda att det for varje givet R > 0 géller att f(z) > R respektive f(z) < —R
om z ar tillrackligt nara a.
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2.2 Kontinuerliga funktioner

( )

Definition 2.9. Om f : Dy —R™ (Df C R™) och a ligger i Dy, dé ségs f vara kontinuerlig i @ om
antingen:

* a inte dr en hopningspunkt till Dy,

eller

« lim f(z) = f(a).

T—a

Om f &r kontinuerlig i alla punkter i D 7 sags f vara kontinuerlig.

Det ér precis som med gransvéirden viktigast att forst och framst fa en kénsla for vad kontinuitet
innebér. Angdende definitionen séger den forsta delen att om a dr isolerad fran resten av Dy sa ar
f automatiskt kontinuerlig dir per definition (inte ett speciellt intressant fall dock).

Notera att det precis som med gransvirden inte rdcker att kolla kontinuitet langs med linjer.
Nedan kommer vi ha satser som tillsammans bl.a. séger att dndliga kombinationer av elementéra
funktioner fran envariabelanalysen dr kontinuerliga pa sina definitionsomraden.

Sats 2.10
Om f dr kontinuerlig i @ och § dr kontinuerlig i f(a), i sd fall dr den sammansatta funktionen
go f, definierad (i de punkter T ddr detta dr meningsfullt) via

(g0 N(@) = 5(f(2)),

kontinuerlig i a.

Med uttryck som f+ g, f g menas alltid funktioner definierade punktvis, t ex. (f +¢)(Z) = f(z) + g(Z).

( )

Sats 2.11
Om f,g: M — R ar kontinuerliga sa gdller:

(1) kf : M = R dr kontinuerlig for alla k € R,

(2) f+g: M — R ir kontinuerlig,

(8) f-g: M — R dr kontinuerlig,

(4) f/g: M\{x € M : g(z) =0} = R ar kontinuerlig.

Vad satserna ovan sdger ar helt enkelt att kontinuitet bevaras under vara vanligaste operationer pa
funktioner.
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Sats 2.12
Lit f: Dy — R (Dy C R™) vara kontinuerlig.

(1) Om Dy dr kompakt (det vill siga sluten och begrinsad) s dr dven Vy kompakt, sd speciellt
antar f sitt stérsta och minsta vdrde pd Dy.

(2) Om Dy dr sammanhdingande sd ar Vi ett intervall (det vill siga Vi dr sammanhdngande,
och de enda sammanhdngande delmdngderna till R ar intervallen). Sa speciellt antar f alla
mellanliggande vdrden, det vill siga om f(Z1) <t < f(Z2) sd finns T sd att f(Z) =t.

(8) Om Dy dar kompakt sa dr f likformigt kontinuerlig pd D. Det vill siga det finns en avtagande
funktion K : [0,00) — [0, 00) med lims_,o+ K(§) =0 sd att

|f (@) = f(@)| < K(|z —g]) for alla 2,5 € Dy.

3 Differentierbarhet och Partiella derivator for reellvarda funk-
tioner

Differentierbarhet i hogre dimensioner generaliserar derivatan fran envariabelanalysen. Kanske det bésta
séttet att motivera definitionen utgar ifran foljande tolkning av derivatan. Antag att f : Dy — R dér
Dy C R, dé &r f deriverbar i a om och endast om det finns ett reellt tal f’(a) sadant att

fla+h) = fla) = f'(a)h

= )

—0da h—0.

Notera att detta medfor att vi har
fla+h) = f(a)+ f'(a)h + R(h)|h],

déir den sista termen R(h)|h| gir fortare &n linjirt mot noll (oftast &r i praktiken R(h)|h| = O(h?)).
Notera att grafen till funktionen av h som ges av

y = f(a) + f'(a)h,

ar tangentlinjen till f:s graf i (a, f(a)). Det vill séiga derivatan existerar om och endast om det finns en
linje sddan att differensen mellan funktionen sjilv och denna linje skiljer sig med en faktor R(h)|h| som
gar fortare dn linjart mot noll.

Det kan ocksa vara virt att notera att ifall vi vill uttrycka ovanstdaende i x blir formeln:

fx) = f(a) + f'(a)(z — a) + R(z — a) |z — al,

och motsvarande kan ségas i fallet med flera variabler nedan.

Vi borjar nu med att generalisera detta till fallet da vi har en reellviard funktion f(z,y) av tva
variabler, sa att grafen &r en yta. Vi vill nu byta ut linjen ovan mot ett tangentplan istéllet. Notera nu
att ett plan i (z, y, z)-rummet som inte ar parallellt med z-axeln och som gar genom punkten (a, b, f(a, b))
kan skrivas pa formen

z = f(a,b) + A1($ — CL) + Ag(y - b) = f(a,b) + Alh + Agk,

(dar (h,k) = (x —a,y — b)) pa ett entydigt sitt, eftersom planet har en unik normalvektor pa formen
(A1, As, —1), och ekvationen ovan ar samma sak som att

(A17A27_1).(x_aay_baz_f(a'ab)) =0,

vilket ju &ar planets ekvation pa normalform.
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Alltsa vore en naturlig generalisering av derivator till detta fall att krava att det finns reella tal A, Ao
sddana att, om vi satter (h, k) = (x — a,y — b), s géller att

fla+h,b+k) = f(a,b) + Ath+ Ask + R(h, k)|(h, k)],

dar
f(a+hvb+k) _f(aab) _Alh_AQk
|(h, k)

Det vill séga att f skiljer sig fran ovanstaende plan med en faktor som gar fortare dn linjart mot noll da
(h, k) = (0,0).

R(h, k) = —0da (h,k) — (0,0).

Exempel 3.1. Nedan ir funktionen f(z,y) = 1+ 22 + 3y? plottad tillsammans med sitt tagentplan i
(1,1):

Notera att vi per definition har om vi later k£ = 0 ovan:

fla+h,b) — f(a,b)
h

= Ay + R(h,0)|h|/h.

Alltsa géller
Al — lim f(a+h7b) —f((l,b)
h—0 h
om f dr differentierbar i (a,b). Notera att detta helt enkelt ar derivatan av funktionen g(z) = f(z,b)
som vi far om vi haller y = b fixt. Detta kallas partialderivatan av f med avseende pa z i (a,b), skrivet

fal:(aa b) = _(aab) = Aj.

P& samma sétt far vi genom att hélla x = a fixt

fi(a,b) = %(mb) ~ 4,
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S& om vi far en funktion f(z,y) kan vi rdkna ut dessa partialderivator med raknelagar fran envariabe-
lanalysen.

Nér det géller fragan om differentierbarhet dr det sa att det inte récker att de partiella derivatorna
existerar i punkten, men om de existerar och dr kontinuerliga i nagon omgivning till punkten ar funktionen
differentierbar i denna.

Exempel 3.2. Om f(z,y) = 322y + 2xy> + y, da blir
folz,y) = 6xy +2°,
eftersom vi behandlar y som en konstant nér vi deriverar med avseende pa x, och
folz,y) = 32% 4 6xy? + 1,

da vi behandlar z som en konstant nér vi deriverar med avseende pa y. Eftersom vi kan se att f; och f;
ar kontinuerliga s& vet vi att f dr differentierbar i t ex. (0, 1), och om vi vill ha konstanterna A; och Agy
ovan i denna punkt far vi i detta fall

Alltsa géller
FO+h,14+k) = f(0,1) + f1.(0,1)h + f,(0,1)k + R(h, k)|(h, k)| = 1+ 2h + k + R(h, k)|(h, k)|,

dar R(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0).
Hér nedan &r en plot av funktionen och dess tangentplan i (0, 1).

Ovanstaende idéer generaliseras direkt till hogre dimensioner ocksd, sa fragan om f(x1,za,...,2,)
ar differentierbar i en punkt (ay,as,...,a,) dr om f(a; + hi,as + ha,...,a, + hy,) kan approximeras
pa ett "bra sitt” av en funktion pa formen f(aj,as,...,a,) + A1hy + Asho + ... + Ayhy, (dvs. en affin
funktion) for nagra konstanter Ay, Ao, ..., A, lokalt kring (a1, as, ..., a,).
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3.1 Partialderivator

Antag att f(z1,22,...,2,) ir en reellviard funktion av n variabler, och att @ = (a1, a9, ..., a,) ir en inre
punkt till D;. Om

lim flay 4+ h,as, ... a,) — f(ar,a9,...,a,)
h—0 h

existerar siger vi att partialderivatan av f med avseende pa z; existerar i @ och betecknar denna

_oF

f.ﬁlnl ((_I) - axl

(@).

Vi definierar analogt de 6vriga partialderivatorna med avseende pa de andra variablerna.

Notera att t ex. g—zfl(&) helt enkelt ar ¢'(a1), dar g(t) = f(t,a9,as,...,a,), det vill sidga vi
héller alla variabler utom z; fixt. Motsvarande géller dven for Ovriga partialderivator. Detta gor
att partialderivator berdknas som envariabelderivator, didr man behandlar de variabler man inte
deriverar med avseende pa som konstanter.

En tolkning av partialderivatan 0f/0x; ar att den séger hur fort funktionen véxer/avtar i x;-
riktningen.

3.2 Differentierbarhet

( )

Definition 3.3. Antag att f: Dy — R och att @ = (a1,a2,...,ay,) ar en inre punkt till Dy C R™.
Om det finns reella tal Ay, As, ..., A, saddana att

R(i_z) _ f(C_L-‘r}_l) — f(a) —A172|_A2h2 . —Auh,

—0da h— 0,

dir h = (hi, ha, ..., hy,), da siger vi att f ér differentierbar i a.

Observera att detta precis som tidigare ger oss formeln:

f@+h)= fla) +Arhy + Aghy + ...+ A, hy, + R(h)|h| .
~—~ ——
Konst. Linjér del Felterm

Alternativt kan vi séiga att vi har en approximation av differensen f(a + h) — f(a) med den linjéra
funktionen > | A;h;, och R(h)|h| ér feltermen i denna uppskattning som dé gér fortare én linjirt mot
0.

Det foljer mer eller mindre direkt fran ovanstaende att om f ar differentierbar i a sa ar f kontinuerlig

ia.

Om n = 3 ar funktionen f(z,y, z) differentierbar i (a, b, c) om och endast om det finns reella tal
Ay, As, A3 och nagon funktion R som gar mot noll d& (h, k,r) — (0,0,0) sddana att

f(a+h,b+k:,c+'r) = f(aabac) +A1h+A2k+A3T+R(h,k‘,7")‘(h,k‘,7‘)|

Observera att alla konstanterna A;, As, Az och funktionen R beror pa punkten (a, b, ¢).

Precis som i inledningen med fallet n = 2, déar vi visade hur man far konstanterna A, As fran
partialderivatorna, far vi féljande sats.
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Sats 3.4
Om f dar differentierbar i a sd existerar alla (forsta ordningens) partialderivator till f i a, och
konstanterna A; i definitionen ges av

A; = fr.(a).

En f6ljd av ovanstaende sats dr att om vi ska kontrollera om en funktion &r differentierbar i en
given punkt a, da borjar man forst med att rdkna ut partialderivatorna (om dessa inte existerar &r
den inte differentierbar i punkten). Satsen ger oss da att konstanterna A; i definitionen maste vara
fr.(@). Sedan tittar man pa kvoten

R(h) = f(a+h)—f(a)—A1?£|_A2h2_.___Anhn.

D4 ér f differentierbar i @ om och endast om denna funktion gar mot 0 da h — 0.

Notera att Ajhy + Asho + ...+ Aphy, = (f;,(a), f2,(@), ..., fr (a)) e (hi,ho,..., hy). I manga fall dr

T1

det fordelaktigt att skriva denna del som en skaldrprodukt. Vektorn
Vi) = (fz,@), fz,@@), ... £, (a))
kallas gradienten till f i a. Notera att vi alltsd kan siga att f ar differentierbar i @ om och endast om
fla+h) = f(a)+Vf(a)eh+R(Mh)hl,

dar R(h) — 0 da h — 0. Vi kommer siiga mer om den geometriska tolkningen av gradienten senare.

Nedanstaende sats sédger att de funktioner vi i praktiken kommer jobba med, som &r &dndliga
kombinationer av elementédra funktioner fran envariabeln, dr differentierbara savida de inblandade
funktionerna &r deriverbara i motsvarande punkter, och vi kan rdkna ut partialderivatorna, och
déarfor dven den affina approximationen, med vanliga derivationsmetoder fran envariabelanalysen.
Notera dock att vi far vara forsiktiga nér vi har en ndmnare som blir noll, eller rotuttryck av uttryck
som blir noll och sa vidare.

Sats 3.5
Om alla (forsta ordningens) partialderivator till f existerar och dessa dr kontinuerliga i ndgon
omgivning till a, da ar f differentierbar i a.
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Exempel 3.6. Vi ska berdkna

,_Of ,_Of
fm_ax OCh fy_éy

da

f(@y) = V1—a? =22

och sedan bestdmma f;(0.7,0) och f;(0.7,0), samt ange en ekvation for tangentplanet till funktionsytan
i punkten som svarar mot (z,y) = (0.7,0).
Partialderivatorna:

fz,y) =1 —22 — 292

1 —x
! = ——— —2x = —
fo 2\/1—x2—2y2( ) V1—a22 =22
/ 1 —2y
Ty 2\/1—x2—2y2( v) V1 — a2 —2y2
—0. —0.7
f(0.7,0) = 07 _ 9T o o8,
V1-(0.7)2-2(0)2 V0.51
£(0.7,0) = 0.

Geometrisk tolkning av f7(0.7,0):
f2(0.7,0) ar derivatan av funktionen f(x,0) =+v1—2a2 iz =0.7:

Geometrisk tolkning av f,(0.7,0):
[(0.7,0) &r derivatan av funktionen f(0.7,y) = \/0.51 —2y? i y = 0:

=

Tangentplan: Vi far nu att

0.7h

F0.7 4+ h,0+ k) = f(0.7,0) + f1(0.7,0) + f1(0.7,0)k = 0.5 — —
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Notera i bilden nedan att kurvorna vi plottade ovan ligger pa grafen till funktionen (den forsta i
planet y = 0 och den andra i planet x = 0.7), och att tangentlinjerna som var med i dessa plottar ligger
pé tangentplanet.

Det kan ocksé vara virt att notera att det foljer fran sats 3.5 att funktionen f(z,y) ar differentierbar
pa det 6ppna omradet 1 — 22 — 2y > 0, dvs. ellipsen z2 + 232 < 1.

Vidare har vi att 07
Vf(0.7,0)=—-———,0].
f( ) ( 1v/0.51 )

3.3 Hogre ordnings derivator. Klasserna C*
Hogre ordnings partialderivator definieras helt enkelt som upprepade partiella derivator. T ex.

Rf 0 (N

Notera ordningen har dock i vinster- respektive hogerledet.
Om ¢ = j skriver vi oftast istéllet
of_ o4

Vi kan dven definiera &nnu hogre derivator pa motsvarande sitt, som t ex.

f/// — £(3) _ 63f

ToT1T Tpx1T1 633%81,2

De tva forsta av ovanstaende sigs vara av ordning 2 och den sista av ordning 3. Mer allmént dr ordningen
pa en partialderivata antalet deriveringar vi gor totalt.

Definition 3.7. Givet en 6ppen mingd D sd betecknar C*(D) méingden av alla funktioner f : D —
R som har kontinuerliga partialderivator upp till och med ordning & pa D.

(Om k = 0 betecknar det mangden av kontinuerliga funktioner, och C*°(D) &r méngden av alla
funktioner som ligger i C¥(D) for alla k).

Ofta kanske vi inte specificerar méngden D, utan bara siger att en funktion ér av klass C*. Detta
ska d& tolkas som att f ligger i C¥(D) fér ndgon 6ppen méingd D som innehdller de punkter vi &r
intresserade av.
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I allménhet behover inte f7, = f7 .., men det visar sig att om f &r av klass C?, da spelar det inte

nagon roll i vilken ordning dessa derivator tas.

( )

Sats 3.8
Om f dr av klass C? i ndgon omgivning till @ sd gdller att
= got@
8:51-8%- h 8%6:@ '

Det kan vara vart att sammanfatta lite om olika egenskaper av funktioner hér. Givet en reellvard
funktion f(z) definierad i ndgon omgivning till a, s& géller foljande implikationer:

f ar partiellt deriverbar i a

f ar av klass C' i

. ——>| f ar differentierbar i a
nagon omgivning till a

f ar kontinuerlig i a

Notera speciellt att en funktion mycket vdl kan vara partiellt deriverbar i en punkt utan att ens
vara kontinuerlig dar (1at t ex. f(z,y) = 1 om 2 = 0 eller y = 0 och f(z,y) = 0 annars, som har
partialderivator 0 i origo ...).

I forsta hand ska ni dock se till att ni forstar differentialer/partialderivator m.m. for snélla
funktioner, sig C', och nir ni behérskar detta kan ni fundera nirmare pa ovanstiende typ av fragor.
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3.4 Differential*

Vi noterar att om Aq, Ao, ..., A, ar konstanter, di ar funktionen A : R™ — R som defineras av
hy
ha
A(hy,hoy ... hy) = A1hy + Asha + ... + Aphy, = (A1 Ay ... An) :
by,

en linjir avbildning. Vidare vet vi att alla linjira avbildningar fran R™ till R &r p& denna form, och
(A1 Ay L. An) ar matrisen till A i standardbasen. En alternativ (och ekvivalent) definition av
differentierbarhet, som ar oberoende av valet av bas, dr darfor féljande

( )

Definition 3.9. Antag att f : Dy — R och att a dr en inre punkt till Dy C R™.
Om det finns en linjir avbildning A : R™ — R sddan att

Ry = 1@+ R |h{(a) — Ah

—~0dah—0,

da séger vi att f ar differentierbar i a.
A kallas da differentialen till f i a och betecknas

df(a) = A.

Vi har alltsa ~ ~ o
fla+h) = f(a)+df(a)h + R(h)|h|.

Slarvigare skrivet - -
fla+h)~ f(a) +df (a)h

nir h ~ 0, dir felet i denna uppskattning gir fortare &n linjért mot noll.
Fran ovanstaende resultat vet vi nu att

-0 0 0 =
df (a)h = Ti(&)hl + aTZ;(Ez)hg +...+ Ti(a)hn =Vf(a)eh,
eller om man sa vill kan vi siga att
0
Tay= (@ fu@ - 7@

ar matrisen i standardbasen till df (a). Denna matris kallas funktionalmatrisen till f i a.

Ett annat skrivsatt ni kan stota pa ar foéljande

of
df = —d —d o —d
! 0z T1+ Oza T2+ 0z, T

dér i detta fall dz; betecknar projektionen pa x;-axeln. Historiskt sett kommer dock denna notation
snarare av att om vi dndrar (x1,x9,...,x,) med en liten faktor (dzy,dzs, ..., dx,) si dndrar sig f
ungefar med storleken df. Det 1ldggs dock ingen stor vikt vid denna notation i den hér kursen.
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3.5 Vissa elementara system av partiella differentialekvationer. Berakning
av potentialer till vektorfilt

Vi ser forst pa ett enkelt exempel: hitta alla funktioner z(x,y) som loser

{ zh =2z
Zy =Y.

Notera att den forsta ekvationen 2/, = 22 medfér att z méste vara pa formen “z%+négot som inte beror
p& z”, det vill siga ”z?+nigot som med avseende pa x har derivata noll”.

Eftersom vi sagt att z fir bero av z, y men inte ndgra andra variabler, betyder detta att z = 22+ h(y)
for en godtycklig funktion A(y). For att kunna derivera denna maste vi anta att h(y) ar deriverbar. Om
vi deriverar detta uttryck far vi att z; = h'/(y), och den andra ekvationen siger nu att h'(y) = y. Det
vill siga h(y) = y*/2 + ¢ for en godtycklig konstant c. Slutsatsen blir att allménna lésningen ges av
z=2*+y*/2+c.

Det man maste forstda hér dr att integrationskonstanter just blir konstanta med avseende pa den
variabel man integrerar med avseende pa, inte med avseende pa den eller de andra variablerna som &r
med i problemet.

Ovanstaende problem kan pa vektorform skrivas som: bestim alla z(x, y) sidana att (z;, z,) = (22, 9).
Uttrycket (2z,y) ir ett exempel pa ett si kallat vektorfilt i R?, och en 16sning z till denna ekvation
kallas en potential till vektorfaltet. Mer allmént kallas ett uttryck pa formen

f('rhx?v"')xn) = (f1($1,x2,...,xn),fg(x1,x2,. .- 73371)?"'a.fn('rhx?v"')xn))
ett vektorfalt i Dy CR", och I6sningar z till
z, = f; for varje i = 1,2,...,n

kallas en potential till vektorfiltet. Notera dock att i de flesta fall sa finns det inga 16sningar till en sadan
ekvation. Det vill siga de flesta vektorfilten har inte ndgon potential (t ex. om det statt z, = x istéllet i
exemplet ovan hade vi kommit till A'(y) = x vilket inte gar att 16sa eftersom vénsterledet bara far bero

pa y).

4 Funktionalmatriser. Kedjeregeln. Partiella differentialekvatio-
ner

4.1 Differentierbarhet for vektorvarda funktioner. Funktionalmatris

( )

Definition 4.1. Antag att f = (f1, fa,..., fm) : Dy — R™ och att a dr en inre punkt till Dy C R™.
Om det finns en m X n-matris A sadan att

() = f@a+h) |—h{(a) — Ah

—~0da h—0,

da sager vi att f ar differentierbar i a. -
A kallas d& funktionalmatrisen till f i a och betecknas

‘lf o= U fo e fm) oy
85:(a Oz, T2, Th, (@) =4.
N
Vi har alltsa 3
_ — of _\v 5,77
fa+h)= f@) + a*f(a)ﬂR(h)lhl-
—~— xr N——
Konst. Felterm

Linjar del
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Funktionalmatrisen kallas ibland &ven Jacobimatrisen, eller Jacobianen. Notera ocksa att detta i fallet
m = 1 ar ekvivalent med var tidigare definition om vi later A = (A1 Ay e An).

* Vi kan notera att vi i definitionen av differentierbarhet, i analogi med diskussionen om differen-
tierbarhet for reellvirda funktioner, kunde ha latit A vara en linjar avbildning A : R™ — R istéllet
for en matris. Denna avbildning betecknas da df(a) och kallas differentialen till f i a. Funktional-
matrisen dr da helt enkelt matrisen till denna linjara avbildning i standardbaserna till R™ respektive
R™.

e )
Sats 4.2
om f=(f1,f2,-sfm): Dy — R™ dar differentierbar i a, dd existerar partialderivatorna
of; _
aixk(a)
forallal1 <j<mochl<k<n, och
2@ L@ - L@
OF gy = Onsfar s fm) 0 (@) 5 (@) o (@)
0z 8(33‘1,.%2,...,1‘”) ;
@ =) )

For att se varfor detta giller, notera (da det &r ganska klart fran definitionen att f ér differentierbar
om och endast om varje f; &r det) att enligt tidigare resultat har vi

fia+h) = ;@) + Vf;(@ eh+R;(h)hl,

for varje j. Alltsa far vi om vi sdtter in gradienterna i raderna i en matris

fi(@+h) fi(a) - Vfi(a) - Ry(h)

a-+h 2(a — Vfs(a — | _ Ro(h _ _ oo _
I A I 2 B PN L P A
fm(@+h) fm(@) — Vim(@) - R (h)

Lat oss bara skriva upp de tva specialfallen dd m = n = 2 respektive 3. Om vi har funktioner u(z,y)

och v(z,y) sa géller
du  Ou
8(’11,, U) _ 27 ?
ANz,y)  \a oy

ox 0 Oz
a(u7 v, U}) ov 8% v

- ox 0 0z
B(x,y7 Z) ow 81yu ow
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4.2 Kedjeregeln

Vi borjar med att titta pa ett enkelt specialfall. Antag att f(u,v) = g(u) + h(v) och att vi dessutom far
u = a(z) och v = f(x), dir = &r en reell variabel. Om vi sétter samman detta far vi

fu,v) = fla(z), B(x)) = g(a(z)) + h(5(2)).

Om vi vill derivera detta med avseende pa x far vi

%f(a(ﬂc)),ﬁ(x)) = g'(a(x))o’ (z) + W' (B(2))B' (x),

dar vi nu tillimpat kedjeregeln frdn envariabelanalysen. Notera nu att ¢’ ar precis partialderivatan av f
med avseende pa u och I’ ar partialderivatan av f med avseende pa v. Alltsa galler i detta fall

df d — ﬂdﬁ y@
== %f(a(x)),ﬁ(x)) = oudz + Ov dz’

dér vi slarvigt ser f som en funktion av x (men notera att vi med detta per definition menar den
sammansatta funktionen ovan) och anvinder att du/dx = o'(z) och dv/dx = f’'(x). Det visar sig att
denna formel ar korrekt d&ven om f inte dr pa denna speciella form. Detta och mer allménna fall av hur
differentialer till sammansatta funktioner fas fram dr vad kedjeregeln nedan séger.

Nedan formulerar vi kedjeregeln utan att skriva ut antaganden om differentierbarhet. En mer formell
formulering kommer i sats 4.4 nedan.

e )

Sats 4.3 (Kedjeregeln)

Om den reellvirda funktionen f beror pa m wvariabler (ui,us,...,uy,) som i sin tur beror pd n
variabler (x1, T2, ..., xy,) dd gdller
of _ Of Our | Of Oug of Oum @)
8z,  Ouy Oz, Ousdx,  Ou,y Oz,

* Framforallt nar vi ska tillampa kedjeregeln for att rakna ut hogre ordnings derivator maste
man forsta att vi kan stoppa in "vad som helst” i formeln istéllet fér f som ar differentierbart. En
del kan foredra att skriva regeln ovan i termer av differentialoperatorer:

R T R
8x,  Ox,Ouy  Ox,Ous " Ox, Oum
Lat oss titta pa nigra specialfall av formeln (2) ovan:
_ L . u = u(x) df O0fdu Of dv
(a) m=2,n=1: f(u,v) dar { v = v(2) ger = oo + S0 da
=gt o
(b) m=mn=2: f(u,v) dir { u=u(,y) ger
v=u(z,y) of _ 0fdu | 0 o
Oy ~ Ou dy ov 9y
u = u(a,y, ) of ofou ofov  of 0
(¢) m=n=3: f(u,v,w) dar ¢ v iv(x,y,z) ger t ex. a—i = a—ia—z + a—ia—z + 5‘77{)6%
w = "UJ(:L’, Y, Z)
Alternativt kan man skriva t ex. ekvationen i (a) som f. = flul + flvl.
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OBS! Egentligen &r ju f en funktion av u;:na som i sin tur ar funktioner av x,:na. Nar vi skriver
forkortat Of /Ox, ovan menar vi egentligen Of o 4/dx,.

Notera ocksa att w har dubbla roller hér, dels som variablerna i f och dels som funktioner av
variablerna . Har méste man vara forsiktig sa man inte blandar ihop saker. I klurigare fall ar det ofta
sakrare att infora namn for funktionerna som variablerna u; beror pa, sig u; = g;(x1,z2,...,n).

Notera slutligen att satsen ovan inte ar fullstdndigt formulerad. Ska man vara noga sa ska dven
antagandet att f ar differentierbar i u(a), dar @ i sin tur &r differentierbar i @ vara med, och formeln
(2) blir d& om man skriver ut allt

ofoti, . ~Of _
o, (a) = ; %(U(a)) e (a).

Detta blir dock snabbt ohanterligt och vi tillater det mindre formella uttrycket i (2). Det ar dock
viktigt att komma ihdg att det dr ovanstdende man egentligen menar.

Mer allmént giller foljande kedjeregel for vektorvarda funktioner:

Sats 4.4 (Kedjeregeln, allméin form)
Om u dr differentierbar ¢ a och g dr differentierbar i u(a) dd dr g o u differentierbar i a med

d(gow), . 0Oy, . 0u,
%20 (@) = £ (a(a)) 5 (a)-
Pd komponentform blir detta (ddr g beror pd m variabler (uy,us, ..., uy,) som i sin tur beror pd
n variabler (x1,xa,...,2,)):

991~ Ogi Ou;
oz, ; Ou; Oz, (3)

For att forklara rimligheten i denna sats kom ihag att differentierbarheten for de respektive funktio-
nerna informellt uttryckt betyder att

W@+ ) ~ (@) + or(a)h,
_ = I ag ,_
g(u(a) + k) ~ g(u(a)) + - (u(a))
Alltsa far vi . 9% 9
(G 4 ) ~ 3@ + 2@ ~ s + 2 @) 2@
glala+ ) ~ g(a(a) + S2 (@) ~ (@) + 52 (ala)) (5= @),
dér vi forst anvinde den forsta approximationen och i andra steget satte in k = % (d)fz. (Ska detta goras

om till ett formellt bevis far man ocksa inféra feltermer och halla koll pa dem vilket gér argumentet lite
langre, men med samma idé.)

Om vi nu tittar pa vad detta i praktiken blir ndr vi multiplicerar matriserna lat

w(xy, @, ..., xy) = (U1 (x1, T2, ..., @), U2 (X1, Ty oo, T,y oo U (X1, T2y o, X))
respektive
g(uh U2,y ... 7um) = (gl(u17u27 cee 7um)792(u1au27 cee 7um)7 DR agk(uhuQa ey um))
Da far vi ) )
Our  OQuy Ouy 991 9g1 Bg1
o1 Oz te 0Ty, ouq Ous e OUm,
_ Ouo Juso Oua _ 992 0g2 992
ou - oz Oz T Oy 39 Ouq Ous Tt Oum
on | o 2 T
Oy OUm Oum Ogi 99k Ogk
Oz Oxo Tt Oxg Ou;  Ouz " Oum
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991 Ogq1 991 991 Og1 991 duy duy duy

ox ox o Oz, ou ou o Ou ox ox v Oxp,
9gs  Ogs dgs 992 s Dgs duz  Ous dus
oz Oz o Ox ., _ ouq Ous T OUm oz Oxo e Oy _
99k gk 99k 99k gk 99k O Oum dup,
oz Oxo te ox,, Ouq Ous te O oz Oxo T Oy,
m  9g1 Ou; m  9g1 Ou, m  9dg1 Ou;
Zi:l Ou; Oz Zi:l Ou; Oy " Zi:l Ou; Oxyp,
Zm dg2 Ou; Zm 9g2 Ouy Zm 9g2 Ou;
_ =1 aul 811 i=1 (971,7 8I2 i=1 8’u.7 aitn
- . . . )
m g Ou; m g Ou; m g Ouy
Dicl BT Dinl e ger o Dainl Ba B

Om vi nu tittar pa varje komponent {or sig far vi formel (3) i satsen.

* Om vi formulerar differentierbaret i termer av linjira avbildningar kan kedjeregeln istéllet
skrivas

d(g o u)(a) = dg(u(a)) o du(a),

dar sista ledet 4r sammansattningen mellan de linjira avbildningarna dg i u(a) och du i a.

4.3 Koordinattransformationer och Partiella Differentialekvationer

Vi kommer anvianda kedjeregeln till att gora variabelbyten i vissa partiella differentialekvationer. Det
handlar inte om nagon teori for detta, utan bara att 16sa en ekvation med hjilp av ett féreslaget varia-
belbyte.

T ex. antag att vi vill 16sa

2wz, — Yz, = v

Genom att infora variablerna

u = xy?
v=u
kan man via kedjeregeln visa att
0z
’ ! a2
2xz, — Yz, = Zx% =9y°,
vilket ger
9z _ ' _ u_
ov 2z 202

. U 2
Detta medfér att z = —3& + h(u) = =% + h(zy?).

Néar man gor ett sddant variabelbyte ar det viktigt att det ar inverterbart for att ovanstaende
ska vara OK.

Problemet &r att de funktioner vi far fram i slutdndan &r alla l6sningar pa formen
z(u(z,y),v(x,y)), men om sambanden inte dr inverterbara kan det finnas funktioner f(z,y) som
inte kan skrivas pa denna form.

Notera dock att ni inte behover verifiera i en sddan uppgift dar ni far ett foreslaget variabelbyte
att det dr inverterbart, utan det ska ses som underforstatt.

5 Riktningsderivator. Gradienter

Vi paminner om definitionen av gradienten till en reellvird funktion f i n variabler i en punkt a:

Vf(a) = (f,(a), fz, (@), ... fz, (@)).
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Vi kommer ocksa ihag att f ar differentierbar i @ om och endast om
f@+h) = f@@) +Vfa) eh+ R(h)h|

for nagon funktion R(h) som gar mot noll da i — 0.
e Riktningsderivata: Om 7 édr en vektor i R™ med ldngd 1 (OBS!) sa definieras rikningsderivatan i
a i riktning 7 till f (om den existerar) som

fla+ hn) — f(a)

. o
lim A = fa(a).

Notera att partialderivator helt enkelt ar riktningsderivator nar vi tar n att vara en av vektorerna i
standardbasen:

f;j = féj

Vi kan vidare notera att riktningsderivatan av f(z) ovan ar ¢’(0) dér

g(t) = f(a+tn),

dér vi bara tittar pa funktionen f lings linjen som péd parameterform ges av a + tn (som gar genom
punkten a da t = 0 och har riktning 7). Det &r viktigt hir att # har langd 1, for detta bevarar langdskalan
sa att avstandet mellan @ och a + tn ar [¢|.

e )

Sats 5.1
Om f dar differentierbar i a sd existerar fL(a) och ges av

f4(@) = V(@) en

For att visa detta notera att om f ar differentierbar i a géller
fla+hn) = f(a) + Vf(a)e (hi) + R(hn)|hn|.

Eftersom Vf(a) e (hin) = hV f(a) e n foljer direkt av riktningsderivatans definition att satsen géller. Ett
annat alternativ ar att se detta via kedjeregeln och funktionen g(t) ovan:

gt)=Vfla+tn)en

vilket ger
fala) =¢'(0)=Vf(a)en
Anledningen till kravet att n ska ha langd 1 i definitionen ovan ar alltsd att vi dd har |hn| = |h||n| =
|h|, vilket gor att langden pa steget fran a vi tar ar just |h|. Far ni en uppgift déir ni ska rikna ut en
riktningsderivata med en riktning ¥ # 0 méste ni forst normera v, det vill siiga infora n = v/|v], eller
vad som blir samma sak, anvinda formeln
_ Vf (d)
/
f'E ((L) |1—]|
o Geometrisk tolkning av gradienten: Gradienten V f pekar i den riktning i vilken funktionen f
vaxer snabbast, det vill sdga i den riktning som har storst riktningsderivata, och storleken pa denna
riktningsderivata &r |V f].
Detta beror helt enkelt pa att den enhetsvektor 72 som maximerar V f(a)en ar just n = V f(a)/|V f(a)|,

under forutsittning att Vf(a) # 0. Om Vf(a) = 0 ir alla riktningsderivator 0 och man kallar d& a en
kritisk eller stationédr punkt.
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5.1 Nivakurvor/ytor

Om f:Q — R dar Q C R™ och vi ser pa nivaytan (kurvan da n = 2) f(z) = ¢ i Q sa géller att om a
ligger pa denna och f har kontinuerliga partialderivator i en omgivning till @ med V f(a) # 0 s &r V f(a)
en normalvektor till nivaytan i a. Anledningen ar helt enkelt att i de riktningar v som tangerar ytan
i @ kommer funktionen lokalt vara néstan konstant = c s riktningsderivatan %(&) = Vf(a)ev =0.

Speciellt far vi:

e Omn =2ocha=(a,b)ger Vf(a,b)e(x—a,y—b) = 0 tangentlinjen pa normalform till nivikurvan

i(a,b),

e Om n =3 ocha=(a,b,c)ger Vf(a,b,c)e (x—a,y—b,z—c)=0 tangentplanet pa normalform
till nivaytan i (a, b, c).

Nedan ser vi ett exempel med f(x,y) = 2% +4y? och hur gradienten &r normal till nivikurvan f(x,y) = 4
i(2,0):

92 2 _
fla,y) =% +4y* =4 V£(2,0) = (4,0)

Det kan vara vart att notera hér att om vi har t ex. en nivakurva tittar vi pa en ekvation
f(z,y) = ¢, men gradienten V f(x,y) riknas alltsd ut for funktionen i sig (det vill sdga ekvationen
kommer inte in hér) vilket ger oss en vektor i planet for varje (x,y). Om vi sitter in en punkt (a,b)
som ligger pa nivakurvan, det vill sdga f(a,b) = ¢, och placerar vektorn V f(a, b) med start i punkten
(a,b), da pekar den i normalriktningen till kurvan.

6 Taylors formel. Lokala extrempunkter

Vi kommer nedan vara intresserade av att forsta en reellvird funktion f lokalt kring en inre punkt a
till f:s definitionsomrade, sa det ar ett stdende antagande i detta kapitel att a dr en sadan punkt.

6.1 Polynom i flera variabler

Ett polynom i tva variabler dr en funktion som kan skrivas som en (dndlig) linjairkombination av termer
pé formen x¥y', dir k,l dr icke-negativa heltal. Graden av z¥y' &r k + [, och graden av ett polynom
definieras som den hogsta graden av dess termer. Sa t ex. ar

plz,y) = 32° + 42°y* +3°

ett polynom av grad 6 (mittentermen har hogsta grad 2 + 4).
Polynom av flera variabler definieras pa ett analogt sdtt, sé t ex. &r

p(x,y,2) = 3222 — dy2® + Tay2t

ett polynom av grad 1+ 3+ 4 = 8 i tre variabler.

6.2 Taylors formel

Givet en reellviard funktion f av n variabler sa definierar vi det k:te Taylorpolynomet till f i en punkt
a € R™ som det unika polynom p; av grad hogst k och sadant att pi och alla dess partialderivator upp
till och med ordning k &r lika med motsvarande for funktionen f i punkten a. Foéljande sats kan visas,
som generaliserar satsen fran envariabelanalysen:
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Sats 6.1 (Taylor)
Om f har kontinuerliga partialderivator i en omgivning till a upp till och med grad k + 1 sa gdller

(x)  f(@) = p(T) +b(@)|T - a|,

ddr py, ar det k :e Taylorpolynomet till f i a och b(Z) ar begransad i nagon omgivning till a.
Vidare dr py det enda polynomet av grad < k som uppfyller (x).

Vi anviander ibland ocksé begreppet stora ordo:
b(z)|z —al**t = O(|z — a**™)

om b(Z) ar begrinsad nédra a. Ordokalkyl dr dock ingen stor del av denna kurs, men kan ibland vara
anvindbart for att fa fram utvecklingar via standardutvecklingar fran envariabelanalysen. Det kan vara
virt att notera att vi t ex. i tvad dimensioner har, eftersom |z| < |(z,y)| och |y| < |(z,y)],

lea®y'| = lellz|*|yl" < [el|(z, 9)*|(z, 9)]" = [el|(z, 9)["*" = O(|(z,y)[**).

Det vill séiga alla termer av ordning k + [ &r O(|(z,y)|**!) = O(pF*!). Motsvarande kan siigas dven i
hogre dimensioner, samt for andra punkter &n origo.

Formeln for py i allménhet ar lite stokig, och vi kommer frimst vara intresserade av k = 2 for
att gora lokala undersokningar. I tva variabler ges andra ordningens Taylorpolynom ps till f i (a,bd) av

pey) = f@b)+ L ane—a+ Lany o+

ox dy
10%f ,  O°f
322 @b —a) + 5

(@b = )~ )+ 555 (D)~ b

Exempel 6.2. Om vi tittar pa f(z,y) = 23+ 322 + 42 far vi efter lite riknande f(1,1) =5, f/(1,1) = 5,
fy(L1) =2, f.(1,1) =8, f},(1,1) =0 och f7 (1,1) = 2. Alltsd géller att Taylorpolynomet av ordning
2 till fi(1,1) ges av

po(z,y) =5+5(—1)+2(y—1) +4(x — 1)® + (y — 1)

Hér nedan ar en plot av f och po:

=]

)
]
TR S

& R
m o &
T

=]
o g
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Precis som i en variabel ar det ofta, sdvida inte (a,b) = (0,0), virt att gora ett variabelbyte: z = a+h
y = b+ k sa att vi far Taylors formel:

fla+hb+k) = f(a,b)+
of of
—i-%(m b)h + (afy(a7 b)k +
LO%f o, O 10%f
——(a,b)h b)hk + - —=(a,b)k
+2 Ox? (a,0)h" + Oxdy (a,b)hk + 2 Oy? (a,b)
+O(|(h, k)P).
Notera att den tredje raden ovan kan skrivas pa formen
10%f , Of 10%f 9
) g Fh@h)) o
= (h k) = —h'H(a)h,
2 9% f 0%f k 2
dx0y (a,b) 2 (a,b)

dar h = (h, k) och H(a) betecknar den s& kallade Hessianen till f i (a,b).
Om vi nu har en funktion f(z) = f(x1,22,...,2,) av n variabler, och vi later H(a) vara matrisen
som pa plats ¢j har andraderivatan

o2f
=5 5—-(a),
0x;0x;
da vet vi att denna matris dr symmetrisk, eftersom det inte spelar nagon roll i vilken ordning vi tar
partialderivatorna (om vi antar att f dr av klass C? nira punkten a). T ex. om vi fir en funktion
f(z,y,2) av tre variabler (x,y, z) ges H(a,b,c) av

[, (@)

ex(a;b,¢)  fry(a,bc)  fil(a,b,c)
H(a,b,c) = | fi,(a,b,c) [ (a,b,c) f.(a,b,c)

v=(a,b,0)  f(a,b,¢)  fl(a,b,¢)

Da visar det sig att vi kan skriva Taylorutvecklingen av ordning tva pa formen
- - 1- - -
fla+h)=f@+Vf(a)eh+ 5htH(a)h + O(|h?).

Observera dock att i uttycket Vf(a) e h ska h behandlas som en vektor i R”, medan det i matrismulti-
plikationen h'H (a)h ska behandlas som en kolumnmatris.

6.3 Nagra ord om beviset av Taylors sats*

I princip foljer Taylors sats i flera variabler fran satsen i en variabel genom att fixera Z och h # 0 och
titta pa funktionen

g(t) = f(z +th/|h]),

av en variabel, och anvinda Taylors sats fran en variabel pa denna, samt kedjeregeln. T ex. om vi
tillampar kedjeregeln far vi efter lite arbete

V(@ +th/|h]) e h

g'(t) = i

och _ _ o
B htH(Z + th/|h|)h
R

g"(t)
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Sa med t = 0 far vi B
B Vi(x)eh
|hl

_ h'H(Z)h

9(0) = f(@), 4'(0) - SO =—5s

Enligt Taylors sats fran envariabeln géller
1
9(t) = 9(0) + g'(0)t + 59" (0)* + O(F),
sé med t = |h| far vi
_ - 1- - -
f(@+h)=f(@)+Vf(z)eh+ ihtH(:z)h + O(|h)?),

vilket i princip visar satsen till ordning 2 i alla fall. (Ska man vara riktigt noga far man vara lite forsiktig
med ordo-termen ovan eftersom det vi visar ovan bara egentligen ér att vi har O(t3) = by, (¢)t3. Dvs. den
begransade funktionen beror pa riktningen h, men vi maste ha att den &ven &r begrinsad med avseende
pa riktningen, och déarfér utgdr man normalt fran Lagranges restterm istéllet.)

6.4 Taylorpolynom av hogre grad*

Om n = 2 har vi formeln fér Taylorpolynomet av ordning k till f i (a,b):

pk(xay) = f(a7b) +
0 0
3@ b= o)+ 2 @by b+
32 82 32
3 @b = + 5 @b = )= b)+ 3 T @b =0 4t

T R S i AP
ml(k — m)l dgmayk—m @ T W '

m=0

For ett allmént n ges pr av att det ar det unika polynom av grad hogst k sddant att for alla ky + ko +

<.+ kp < k ges koefficienten framfor (21 — a1)* (xg — a2)* - (2, — an)*" av
1 3k1+k2+...+knf B
kl!kQ! e kn' axllclax;% . axfi" (a’)
6.5 Lokala extrempunkter
[ )

Definition 6.3. Om f ar en reellvird funktion av n variabler och a uppfyller att det finns £ > 0

sa att
f(z) < f(a) for alla T € B(a,¢)

sa kallas a ett lokalt maximum till f.
Om det finns € > 0 sa att

£(%) < f(@) for alla 7 € B(a,¢) \ {a}

sa kallas a ett lokalt stringt maximum till f. Med omvéinda olikheter definieras lokala (stringa)
minimum ocksa.

Sats 6.4
Om a dr ett lokalt maz/min till f och f dr differentierbar i a, dd géller att V f(a) = 0.
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Detta foljer direkt av att f annars vaxer i gradientens riktning och avtar i den motsatta riktningen.
Punkter z dar V f(Z) = 0 kallas kritiska eller stationira punkter till f.

Notera antagandet att f ar differentierbar i @ ovan. En funktion kan mycket vél ha ett lokalt
extremvérde i en punkt dir gradienten inte existerar. T ex antar f(x,y) = |z|+ |y| sitt minsta virde
01 (0,0). Om man far en funktion f och ska avgdra alla lokala extrempunkter sd borjar man med
att ta fram kandidater som é&r:

e kritiska punkter, dvs. dir gradienten till f existerar och &r 0,
e punkter dér gradienten till f inte existerar,

och sedan far man behandla de olika punkterna var for sig. Nedan ska vi ta fram ett andraderivata-
test som ofta ger svar pa fragan, men det finns fall dir detta inte gar att tillimpa pa grund av
att funktionen inte ar tillrdckligt deriverbar sa att Taylor’s sats inte ar tillampbar, samt ett fall dar
testet trots detta inte ger nagon direkt information (som kan jamforas med att ha andraderivata noll
i motsvarande test frdn envariabelanalysen). I dessa fall méste man pa ett eller annat sitt férsoka
tillimpa definitionen direkt. T ex ovan ser vi ju direkt att

f(xvy) = |[L’|+‘y| ZOZf(O,O),

alltsd har vi per definition ett (till och med globalt) minimum i (0, 0).

Om @ ér en kritisk punkt och f ér av klass C? néra a sa far vi fran Taylors sats att
I _ 1- s - B 1 - -
fa+h) = f(a) + Sh' H(@h + O(|h*) = f(a) + 5Q(R) + O(|nI*).

Q@ ar hir den kvadratiska form som har Hessianen som matris.

r

Sats 6.5
Om a dr en kritisk punkt till f, sa gdller féljande:

o Om Q dr positivt definit har f ett lokalt strangt minimum i a,
o Om Q ar negativt definit har f ett lokalt stringt maximum i a,
e Om Q dr indefinit har f en sadelpunkt i a.

I de fall ddr Q bara dr (postitivt eller negativt) semidefinit racker inte andraderivatorna till for att
avgora om f har en lokal extrempunkt eller ej.

e Fallet att (Q ar semidefinit ska jamforas med testet for funktioner av en variabel att vi har

f'(a) = f"(a) = 0, diir vi kan ha en lokal extrempunkt eller ej. T ex f(z) = z* + 1 uppfyller

f(0) = £”(0) = 0 men har ett minimum i z = 0, men med f(z) = 23 — 2 har vi ocksd
0

f/(0) = f”(0) = 0 men denna funktion har varken max eller min i z = 0.

e Vi har tva olika sétt att avgora teckenkaraktdren pa @), antingen via egenvérden eller via
kvadratkomplettering. Bada har sina fér och nackdelar.

For att motivera ovanstaende sats, antag att a ar en kritisk punkt till f. D& géller alltsa

fla+h) = f(a) + Q) + O(Al®)
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Antag nu till exempel att @ ar positivt definit. Da finns det C' > 0 sadant att
Q(h) > C|h|? for alla h.

A andra sidan finns det D > 0 s att - -
O(|h|*) < DInf?

géller i ndgon omgivning till origo. Men
Clh[> > D|h* & || < C/D,

sa alltsa maste

Q(h) + O(|h*) > 0

i ndgon omgivning till origo. Vidare far vi bara likhet néra origo om h = 0.

Om @ &r negativt definit istéllet ir argumentet likartat med omvinda tecken. Ar @ indefinit kommer
den véxa kvadratiskt langs nagon linje genom origo, och hogre ordnings termer kan inte &ndra pa detta
lokalt léings denna linje. A andra sidan avtar den kvadratiskt lings ndgon annan linje, och det kan inte
heller hégre ordnings termer dndra pa lokalt kring origo.

Det kan vara littast att se ovanstéende i specialfall. T ex. om Q(h, k) = h? + 2k? > |(h, k)| kan inte
hogre ordnings termer dndra pa att f vixer lokalt kring (h, k) = (0,0) eftersom @ viixer kvadratiskt i
alla riktningar. Har vi istillet Q(h, k) = h? — 2k?, som ju ér indefinit, sd kan inte hégre ordnings termer
dndra pa att f lokalt maste vixa ldngs h-axeln, men avta lings k-axeln. Slutligen, antag att vi har en
semidefinit form, som t ex. Q(h, k) = h?, d4 kan inte hégre ordnings termer findra pa att f vixer lokalt
kring h-axeln, men @ kan inte kontrollera hogre ordnings termer lings k-axeln (sd dven om testet i sig
inte siger nagot direkt i detta fall, sa far vi viktig information fran lings vilka riktningar @ blir noll).

Exempel 6.6. Om vi ser p& f(x,y) = 6zy — 3y*> — 223, och utvecklar denna i (1,1) ser vi att Vf =
(6y — 622,62 — 6y), s& Vf(1,1) = (0,0). Alltsd ér (1,1) en kritisk punkt. Om vi nu beriiknar Hessianen

far vi
)-(r %)

‘:p42—»@ﬁ—Ay36=Q

1" (1 1) 1 (1
]J(l7 1) = ( T A TYA
w11 f (1

Egenvirdena ges nu av

—12— A 6
6 —6— A\

vilket ger A = —9 £ /92 — 36. Eftersom béagge rotterna ar negativa ar alltsd den kvadratiska formen
Q(h, k) = —12h? + 12hk — 6k? negativt definit, och dirfér har f ett lokalt stringt maximum i (1,1).
Om vi istéllet vill anvinda metoden med kvadratkomplettering ser vi pa den kvadratiska formen:

h 2 2 k2 k2 2 k2 2
QUhk) = (b k) H(L1) () = —1207+12hk—6k” = =12 (h — 5 ) +127—6k> = 12 (h— 5 ) —3k>.

Vi ser da att denna dr negativt definit eftersom (h, k) # (0,0) = Q(h, k) < 0, och darfor har f ett lokalt
strangt maximum i (1,1).

6.5.1 NAagra kommentarer om kvadratkomplettering

OBS! Om metoden med kvadratkomplettering anvinds maste kvadrakompletteringen goras systema-
tiskt, vilket innebér att man véljer en férsta variabel att borja kvadratkomplettera med avseende pa och
tar med allt som innehaller den variabeln i forsta parentesen, om vi har tre eller flera variabler véaljer
man sedan en andra variabel att fortsdtta med och tar med allt som innehaller denna variabel, som inte
dr med i den fOrsta parentesen vi skapade i forsta steget, osv.

T ex om vi har en kvadratisk form av tva variabler Q(z,y), om vi borjar med = ska den da skrivas
pa formen Q(z,y) = a(x — by)? + cy?, for konstanter a, b, ¢, (dir b och/eller ¢ eventuellt ir 0) och inte
finnas kvar nagot x utanfér parentesen.

I tre variabler om man tar ordningen att man kompletterar med avseende pa x forst, sedan y och sist
2z ska det bli pd formen Q(z,y, z) = a(x — by — c2)? + d(y — e2)? + f2? for konstanter a, b, ¢, d, e, f.
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Podngen &ar att man fran en sddan systematisk kvadratkomplettering kan dra slutsatser om tecken-
karaktdren da u = x — by, v = y respektive u = x — by — cz,v = y — ez, w = z skulle mostvara ett linjart
basbyte (i linjir algebra-mening) och alltsd f& den pa formen au? + bv? respektive au? + dv? + fw?.
Egentligen &r det denna egenskap som ar den viktiga, men det 4r bara uppenbart att vi far en bas om vi
just far denna “triangulira” struktur. T ex &r Q(z,y) = (v +y)% + (22 + 2y)? enbart semidefinit eftersom
Q(r,y) = 5(x+y)? blir noll d& z+y = 0, och forstas dr u = x+y, v = 22+ 2y inte ett basbyte dd v = 2u.
(I tva dimensioner ar det i och for sig bara denna typ av exempel, savida vi bara har tva parenteser, dar
den forsta parentesen dr en konstant ganger den andra, som kan gé fel, men i hogre dimensioner blir det
betydligt mer komplicerat.)

Négra exempel /kommentarer att fundera kring:

e Q(z,y) = (x+y)?+ (z—y)? ir positivt definit eftersom u = x+y,v = x —y svarar mot ett basbyte,
s& termerna kan inte bada vara noll om vi inte har x = y = 0. Men vi skulle inte acceptera
att man fran uttycket (z + y)? + (v — y)? drar slutsatsen att () #r positivt definit utan
att man visar att u =z +y,v = x —y ges av ett basbyte. Darfor dr det battre att skriva om
s& att det blir Q(x,y) = (z +y)? + (v —y)? = 2% + 2wy + y? + 2% — 2wy + y? = 222 + 22, som &r
en systematisk kvadratkomplettering.

e Om vi har fler parenteser/termer i en kvadratkomplettering dn antalet variabler kan det aldrig
motsvara en bas pa ovanstaende sitt (se exempel nedan).

e Q(z,y) = 22 + 4xy kan vi skriva som Q(z,y) = (z + 2y)? — 4y?, vilket &r en systematisk kvadrat-
komplettering, och vi kan dra slutsatsen att @ dr indefinit da den uppenbarligen tar bade positiva
och negativa virden, for om z + 2y = 0 och y # 0 blir det negativt, och om y = 0 och = # 0
blir det positivt. A andra sidan kan vi ocksa skriva Q(z,y) = 22 + day = (z + y)? — y? + 2zy =
(r +19y)? — (y — x)% + 2%. Det senare ér inte en systematisk kvadratkomplettering, och vi kan inte
dra nagra slutsatser direkt fran detta uttryck helt enkelt eftersom ett argument som ovanstaende
inte ar uppenbart da det skulle bygga p& att bada positiva termerna (z + y)? och 22 blir 0 for att
uttrycket uppenbart ska bli negativt, men detta géller ju bara om bade x och y &r 0, och da blir
dven den negativa termen 0.

e Om vi later Q(h,k) = 18h% + 9k? + 24hk, d& giller att Q(h,k) = 9(k + 4h/3)? + 2h?, vilket &r
en systematisk kvadratkomplettering, och vi kan dra slutsatsen att Q ar positivt definit. A andra
sidan giller dven den osystematiska kvadratkompletteringen Q(h, k) = 9(h + k)% + (3h + k)% — k?,
och hér skulle man felaktigt kunna tro att ) vore indefinit pad grund av olika tecken framfér de
kvadratiska termerna.

e Ibland kan man vara tvungen att ta en annan ordning om det ar nagon kvadratisk term som saknas.
T ex om vi tar Q(x,y) = 4wy + y? kan vi inte borja med x utan far borja med y och skriver d&
Q(z,y) = 4wy +y* = (y + 22)* — 4a°.

7 Kurvor. Ytor. Funktionaldeterminanter. Inversa funktioner

7.1 Kurvor

En funktion
7(t) = (r1(t),ra(t), ..., ma(t))

fran ett intervall [a, b] till R™ &r kontinuerlig, deriverbar etc. om varje funktion r;(¢) (1 < ¢ < n) &r det.
Om 7(t) ar kontinuerlig (f6r varje t € [a,b]) sa kallas denna for en parameterkurva i R™. Vi antar nu
fortsdttningsvis dven att 7(t) ar deriverbar for varje t €a, b|.

() = (ri(t),r5(t), . (1))

kallas (forutom derivatan) for hastigheten i punkten ¢, och |7/ (¢)| kallas farten i ¢ (¢ betecknar ofta
tiden, och 7(t) ett objekts lage vid tiden ¢).
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Vi noterar ocksd att vektorn 7'(t), sivida den ér skild fran 0, &r en tangentvektor till kurvan i
punkten 7(t). For att forsta detta notera att for sma h géller

_ (t+h) —7(t)
t)y"/ ——————=
#(0) =10,
och 7(t + h) — 7(t) ar en vektor med starpunkt i 7(¢) och slutpunkt 7(¢ + h):
Pt +

r(t)

Néar vi later h gd mot 0 ser vi att vektorn (7(t + h) — 7(¢))/h (som pekar i samma riktning som
7(t + h) — 7(t)) mer och mer pekar i tangentriktningen till kurvan i 7(¢).

S:iAHWG”ﬁ'

e Speciellt for R?: +(r)(t), —r|(t)) ger normalriktningar till kurvan (r{(t),r5(t)) (ty (ri(t),r5(t)) e
(rh(t),—r1(t)) = 0). Om f : [a,b] — R kan vi se dess graf som en parameterkurva via

Lingden s till kurvan definieras som

r(t) = (t, f(t)) t€lab]

Notera att vi i detta fall har

7(t) = (1, f'(t)).

o Antag att 7(¢) ar en kontinuerligt deriverbar parameterkurva. Det kan vara virt att podngtera att
s& linge som 7 (to) # 0 ér kurvan slit lokalt kring 7(¢9) i den meningen att om vi bara tittar pa den
del av kurvan som ges av t € Jtg—e, to+¢[ for nidgot tillrackligt litet € > 0, sa ar det en sldt kurva med
en unik tangentlinje. For att forstd detta antag att vi ser pa den plana kurvan (z,y) = (f(¢), g(t)).
Om |(f'(t0),¢'(to))] # 0, d& maste ndgon av f’(tg) och ¢'(to) vara skild fran 0. Antag f'(¢) # 0.
D4 kan vi lokalt invertera denna funktion ¢t = f~!(x) som giller for t € |ty — e,to + £ fér nigot
tillréickligt litet € > 0. Alltsd har vi att y = g(t) = g(f~!(z)) lokalt, dvs. kurvan ér lokalt en
funktionsgraf till den kontinuerligt deriverbara funktionen go f~1.

o Det ar dock mojligt for en parameterkurva att skéra sig sjilv, dvs. 7(t1) = 7(¢o) kan mycket vil
hénda for olika tg, ¢, (tdnk pa tolkningen som en partikelrorelse), och da kan det ju vara sa att vi
inte har ndgon unik tangentlinje i denna punkt. Det &r darfor vi maste inskrénka oss till [tg—e, to+¢]
ovan.

o Det ir ocksd vért att notera att om 7 (tg) = 0 d& kan kurvan ha ett hérn, dvs. att den inte &r sliit.
For att forsta detta kan vi tdnka pd grafen y = |z| = Vz2, som ju har ett hérn i origo. Om vi
parametriserar denna som x = t3, y = /16, dvs. 7(t) = (t3,V/15), da &r faktiskt 7(¢) kontinuerligt
deriverbar som funktion av ¢, men med derivata 0 i origo.

Nedan &r en plot av 7(t) = (sint¢,sin 2t) for 0 < ¢t < 27.
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7.2 Ytor pa parameterform

Kom ihag fran linjir algebra att ett plan i R® kan skrivas pA parameterform som
(z,y,2) = (a1, a2, a3) + u(b, b2, b3) + v(c1, c2, c3),

dar u,v ar reella parametrar, (a1, ag, az) r nagon punkt pa planet och (by,be, b3), (c1, 2, c3) ar vektorer
som &r parallella med planet, men inte parallella med varandra. Om vi infér beteckningen

flu,v) = (f1(u,v), fo(u,v), fs(u,v)) = (a1 + uby + vey, ag + ubs + veg, as + ubs + veg)

betyder detta alltsd att planet helt enkelt dr V. Det vill siga avbildningen f : R? — R3 parametriserar
planet.

Om vi nu har en allmén funktion f: U — R? diar U C R?, sa kommer V; typiskt ocksa vara en yta i
R3 som parametriseras av funktionen. Dvs. U avbildas pa ytan Vi. (Det mest uppenbara exemplet dr om
vi tar f1(u,v) = u, fo(u,v) = v och f3(u,v) = g(u,v). D& blir V; helt enkelt grafen till g med omradet
U = D, som definitionsméngd).

Notera att da

- - 0
Flw) = (i fou ) % Flab) + 508 @b = a0 =D
s& ser vi att tangentplanet till ytan i f(a,b) ges pa parameterform av (med h = u — a, k = v — b)
%(a7 b) %(a, b) %(a,b) %(a, b)
T fi(a,b) . . L fi(a,b) .
y| = fola,b) | + | 22(a,0) %Y2(a,b) (k> = | f2(a,b) | + 7| 22(a,b) [ +K | %2(a,b) |,
z fs(a,b) f3(a,b)
9% (a,b) Y3 (a,b) 9% (a,b) 9% (a,b)

eller ekvivalent

= 0 0 0 0 0 0
(z,y,2) = f(a,b) +h <£(a7b), 6—{?(@()), £(a,b)> +k <£(a,b), 6—{}2(61719), ﬁ(a,b)) :

Det vill siiga f(a,b) ger en fix punkt pa planet, och

B 9 0 9 9 0

ger tva riktningsvektorer. Ett krav for att detta ska ge ett plan ar da forstas att dessa inte ar parallella.
Vi vet ju dessutom att detta géller om och endas om

0 0 0 0 0 0 _
n= (g;(a,b),a{f(a,b),;i(a,b)) X (£(a,b),£(a,b),£’(a,b)) #0,

och detta ger i sa fall en normalvektor till ytan.

Ett alternativt sétt att se detta, notera att om vi fixerar den ena variabeln, sdg v = b, och ser pa
7(u) = (fi(u,b), fa(u,b), f3(u,b)) da ger detta en parameterkurva som ligger pa ytan hela tiden, och
speciellt har vi 7(a) = (f1(a,b), f2(a,b), f3(a,b)). Eftersom

7 = (P P, Gran)

pekar i tangentriktningen till kurvan, sa pekar den i en tangentriktning till ytan ocksd i punkten

(fl(aab)af2(a7b)7f3(aﬂb))'

P& samma satt kan vi istéllet fixera u = a och anvinda v som parameter for att se att

of1 Of2 Ofs
<8U(a7 b)v E(av b)a %(aa b))

pekar i en tangentriktning till ytan i (f1(a,b), f2(a,b), fs(a,b)).
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Det kan vara vért att notera att motsvarande kommentarer som de vi hade om kurvor géller d&ven
hér:

o Om vektorn 7 ovan inte ar noll, och funktionerna &r sig av klass C', d& finns ett € > 0 s& att om
vi bara ser pa bilden av en cirkelskiva med radie ¢ > 0 runt (a,b) sd avbildas den pa en slit yta.
Detta ar en konsekvens av implicita funktionssatsen som vi ska titta mer pa i nasta kapitel.

e Om 7 = 0 d& behover ytan inte vara slit dven om funktionerna &r C'.
+ En parameteryta kan skira sig sjilv i den meningen att f(a,b) = f(c,d) med (a,b) # (¢, d).
Nedan ar en plot av parameterytan

(z,y,2) = (cos2u,sinu + cos 3v,sinv), 0<u <27 —7w<v<7.

7.3 Inversa funktionssatsen

Kom ihdg att om M, N C R™ och f: M — N ér en funktion, da siger vi att f &r inverterbar om det
finns en funktion f~!: N — M sadan att

F7HF@) =2, och f(f71(5) =7

for alla & € M respektive § € N. En sadan invers existerar om och endast om f &r bijektiv, det vill sdga
for varje § € N finns unikt £ € M sadant att f(Z) = 9, och per definition &r da f~!(y) = Z for detta
unika Z (s& om en invers finns &r den unik). (Notera speciellt att vi maste ha Vy = N, s hér spelar det
roll vad vi véljer for malméangd.)

Det &r ofta bra att anvdnda olika namn pa variablerna pa de olika sidorna.

(Det &r ocksd, precis som i linjar algebra, bara rimligt att friga efter en invers i de fall att M och N
ligger i rum med samma dimension. T ex. att en invers ska kunna existera for en funktion f : R? — R &r
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for oss en orimlig fraga. Sddana funktioner finns visserligen, men de kan inte ha nagra rimliga egenskaper
och &r inte nagot som vi kommer stota pa.)

( )

Definition 7.1. Om Jf_ : M — N, diar M, N C R", ar differentierbar i a, da definierar vi funktio-
naldeterminanten till f i a: -
_ of _
= det—=(a).
() = et~ (a)

i
dz

Notera att detta bara ér definierat om f:s definitionsméngd och virdemingd ligger i rum med samma
dimension n (annars dr inte funktionalmatrisen kvadratisk).

Innan vi formulerar inversa funktionssatsen paminner vi om att f : A — B ér inverterbar om och
endast om den ar bijektiv, vilket per definition betyder att den ar bade

o Injektiv: Om z,z € A och T # Z sa ar f(z) # f(2),
och
o Surjektiv: Om 7 € B sa finns minst ett & € A sa att f(Z) = ¢.
Detta ar alltsa ekvivalent med att sédga att ekvationssystemet
y=f(z)

har exakt en 16sning z € A for varje § € B, och inversen f~!: B — A ges av

Ty =2
fér denna unika 16sning.

Det dr ocksa virt att poéngtera att satsen nedan ér en existenssats som garanterar att inversen finns,
den séger inget om hur denna ska riknas ut (dvs. hur man far fram ett funktionsuttryck for f=1(y)),
vilket vi bara i vildigt enkla fall kommer kunna goéra explicit.

( )

Sats 7.2 (Inversa funktionssatsen)

Lit f = (f1, fa, ., fn) vara en funktion av n variabler T = (x1,xa,...,2,) av klass C* (dvs. varje
f; dr av klass C*) for ndgot k > 1 i en omgivning till a. Dd finns éppna omgivningar U,V till a
respektive f(d) sidana att f : U — V dr bijektiv, och en invers funktion f=' :V — U av klass C*

om och endast om B
df _
- 0.
2@ #

Vidare har vi i detta fallet att

Uy = (L)

* For den som foredrar att anvinda linjara avbildningar istéllet for matriser kan formeln ovan i
termer av differentialer skrivas

e Angéaende U, V och existensen av invers siger satsen att om %(&) # 0 da finns det en 6ppen omgiv-
ning U till a sddan att om vi later V = {f(z) : z € U} och (vid behov) minskar definitionsméngden
till U och malméngden till V' (som alltsd nu med denna mindre definitionsméngd ar virdeméngden
till funktionen) da finns en invers f~1: V — U.
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 Egentligen, om man ska vara noga, borde man kallat funktionen nér man gor definitionsméngden
och malméngden mindre nigot annat &n f eftersom en funktion ér en regel tillsammans med en
specificerad definitions- och mélméangd, men vi tillater oss att fortfarande kalla funktionen f.

o Sa linge f &r injektiv pa U blir den automatiskt bijektiv om vi tar virdeméngden som malméngd,
s& i nagon mening sédger satsen framforallt att f &r lokalt injektiv. Om vi valt ett U maste a andra
sidan V vara virdeméngden som ovan.

e En annan del av slutsatsen ar att V' blir 6ppen om vi definierar den som ovan.

e Satsen séger inget om hur stort U kan vara. Detta beror helt pa funktionen. U skulle kunna vara
hela R™ i vissa fall, medan det i andra fall kanske bara kan vara ett véldigt litet omrade kring a.

o I termer av ekvationssystem séger inversa funktionssatsen att om

df _
%(a);éo

sa finns det for varje y € V' exakt en 16sning = € U till ekvationssystemet y = f(z) (och det &r
denna 16sning som ar f~1(y)).

Att bevisa denna sats da n > 2 krédver matematik som gar utanfor vad som ingér i denna kurs. Det svara
(eller i alla fall som kréver nigra metoder och resultat som vi inte técker i denna kurs) ar att visa att
inversen existerar. Om vi vet detta ar sjédlva formeln

en direkt foljd av kedjeregeln eftersom

ar identitetsavbildningen.

Tyvérr ar det bara det endimensionella fallet som gar att visualisera (som en graf) eftersom redan om
n = 2 skulle vi behéva 4 dimensioner for att visualisera funktionen. I en dimension &r satsen dessutom
enkel att forstd och bevisa. For om vi antar att f/(a) # 0, da géller antingen att f'(a) > 0 eller f'(a) < 0.
Antag nu t ex att f/(a) > 0. Eftersom vi antagit att f dr C' eller béittre s& maste dirfor dven f/(x) > 0 i
nagon omgivning U =]a —e, a+¢[ till a, och alltsd ar funktionen vixande pa detta intervall, och avbildar
det pa V =]f(a — €), f(a + €)[. Motsvarande (men med V =|f(a + ¢), f(a — ¢)[) giller om f'(a) < 0
eftersom f da istéllet &r avtagande i ndgon omgivning till a. Om & andra sidan f’(a) = 0 vinder normalt
funktionen dir. OBS! Notera dock att t ex. f(z) = 2 i och for sig &r inverterbar pa hela R dven fast
f(0) = 0, men inversen blir inte deriverbar i 0, eftersom vi d& mdste ha (f~1)(f(0)) = 1/£(0), s&

d .
inversa funktionssatsen utesluter inte att funktionen &r inverterbar om d—{(&) = 0, men inversen kan d&
z

inte vara differentierbar i f(a).
For att i alla fall ge ndgon form av forklaring till varfor satsen ar rimlig dven d& n > 2 kommer vi
ihdg att differentierbarhet betyder (informellt) att nira a géller

f@) ~ f@ + L@@ - a)

Den hogra sidan hér ar ju affin (konstant vektor plus linjar funktion). Hogerledet ar dérfor inverterbart
om och endast om den linjéra delen &r det, vilket vi vet ar fallet om och endast om

of . _df

det = (a) = == (@) # 0.

Vad satsen séiger ér alltsa informellt att lokalt beter sig funktionen f och denna approximation likadant
nér det géller inverterbarhet (men notera att detta bara géller lokalt, och vad lokalt innebér i termer av
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hur stort vi kan ta U beror pa funktionen). Vi kan &ven skriva ovanstiende formel for en annan punkt
Z nara a:

f@) ~ f) + L) - 2.

= 0
Eftersom f ér av klass C¥ kommer matrisen —{(2) bero kontinuerligt pa z och dérfor vara nistan lika
z

med vérdet i @ om z ligger néra a. Det visar sig dd att om vi bara viljer U tillrdckligt litet &r det inte

mojligt, da ovanstaende formel géller for alla z, Z i U, att vi har f(Z) = f(Z) om & # Z eftersom

U (o)) £ 0
och resttermen i den linjéra approximationen domineras av denna linjara term om vi valt U litet nog.
Det kan ocksa vara vért att skriva ut ovanstaende for fallet n = 2 explicit, dir vi later z = (x,y) och
7 = (u,v). S& antag att vi har f(z,vy) = (f(z,v),9(z,9)) = (u,v) som avbildar mingden A i zy-planet
pa B i uv-planet. Vi tittar nu pa ekvationssystemet

{ u= f(z,y),

v = g(m,y).

Fragan om f ir (globalt) inverterbar ér ekvivalent med fragan om det finns en entydig 16sning (z,y) € A
till ovanstdende (typiskt ickelinjéra) ekvationssystem for varje (u,v) € B. Notera alltsa att det ska finnas
exakt en 16sning, varken mer eller mindre.

Vad inversa funktionssatsen séger ar i detta fall att om

d(u,v)
d(z,y)
da finns omgivningar U till (a, b) respektive V till (f(a,b), g(a,b)) s& att vi har entydig 16sning (x,y) € U
for varje (u,v) € V. Det ar detta vi menar med lokal inverterbarhet. (Ofta kommer vi i fall som ovan

. . R 9 . .
inte namnge funktionen (u,v), utan nér vi skriver saker som u/, eller 383 menar vi att vi ser u, v som

(a,b) #0

funktioner av (z,y) givna av formlerna u = f(z,y),v = g(x,y).) Vad inversa funktionssatsen nu siger
ar att vi lokalt kan 16sa ekvationssystemet med avseende pa z,y entydigt s& att vi kan se z(u,v) och
y(u,v) som funktioner av (u,v). Da giller nu att

d(z,y)

_ 8(u,v)a -t
S ate.t) = (G0

dér vi i vinsterledet ser z,y som funktioner av u,v och de senare som oberoende variabler, medan vi i
hogerledet ser u, v som funktioner av x,y och de senare som oberoende variabler.

Det &ar viktigt att forsta att fallet n = 1 &r speciellt, och att situationen i hogre dimensioner ar
mer komplicerad. T ex om n = 1 och vi har att f € C!(a,b) och f/(x) # 0 for alla z €]a,b[ d& kan
inte f'(x) vixla tecken, si antingen ar f stringt vixande eller stringt avtagande pa hela intervallet
]a, b] och didrmed inverterbar pa hela intervallet.

Inversa funktionssatsen ovan skulle dock bara garantera lokal inverterbarhet kring varje punkt,
och i hégre dimensioner kan man inte f& mer som f6ljande exempel visar.

Lat n = 2 och f(x,y) = (e cosy, e® siny) fran R? till R2. D4 uppfyller denna

af
d(z,y)

och alltsa 4r funktionalmatrisen inverterbar i varje punkt (a, b). Sa avbildningen ar lokalt inverterbar
kring varje punkt i R2. Dock &r den inte globalt inverterbar eftersom t ex f(a,b) = f(a,b+ 27),
s& avbildningen &r inte injektiv. Alltsd kan vi, till skillnad fran fallet med linjara avbildning-
ar/ekvationssystem, mycket vél ha lokal inverterbarhet kring varje punkt i A utan att funktionen &r
globalt inverterbar. Det forsta siger i princip bara att f(Z) # f(y) om Z # ¢ och dessa ligger nira

varandra, medan det for global inverterbarhet kravs att f(Z) # f(y) om T # § oavsett om dessa
ligger ndra varandra eller ej.

(a,b) = e* > 0 for alla (a,b),
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8 Implicita funktionssatsen

Detta kapitel ska handla om implicit givna funktioner, samt implicit derivering av sadana. Det enklaste
fallet far vi om vi har en (typiskt ickelinjdr) ekvation pa formen F'(x,y) = k dér k &r konstant, och fragar
oss om detta lokalt kring en given 16sning F(a,b) = k definierar en kurva.

Ekvationen F(x,y) = k ar "typiskt” en kurva, men vi har t ex.

e om F(z,y) = k for varje (z,y) blir detta hela R2,
e om F(z,y) = 22 + y? och k = 0 blir det bara punkten (0, 0).

Implicita funktionssatsen ger villkor for att sékerstilla att vi, i alla fall lokalt, faktiskt far en kurva,
samt om kurvan F(z,y) = k lokalt kring (z,y) = (a,b), som ligger pa kurvan (det vill sdga uppfyller
F(a,b) = k), kan parametriseras som en graf y = f(x) (eller en graf z = g(y)). Om detta gar géller
alltsd b = f(a) och F(z, f(x)) = k for x ndra a. Vi kan nu derivera uttrycket F(z, f(z)) = k med
avseende pé x och far d& <L F(xz, f(x)) = -k = 0. Med hjélp av detta och kedjeregeln kommer vi se att
vi far en ekvation for f/(a), utan att behova veta vad funktionen f(z) dr explicit. Detta kallas implicit
derivering.

Dessa och mer allmédnna péastdenden om lokal parametrisering och implicit derivering av 1ésningar
till (typiskt ickelinjira) ekvationssystem ar vad vi kommer ta upp nedan.

Vi kommer for enkelhets skull formulera satserna for homogena ekvationer /ekvationssystem (dvs.
k =0 ovan t ex.). Detta dr dock utan forlust da vi kan titta pa F — k istéllet, och detta dndrar inga
derivator.

Aven om vi kommer avsluta med en allmén version av implicita funktionssatsen &r det bara tre fall
som ni behéver kunna hantera i denna kurs: en ekvation i tva variabler, en ekvation i tre variabler
respektive ett ekvationssystem med tva ekvationer i tre variabler.

8.1 Implicita funktionssatsen
8.1.1 En ekvation med tva variabler

Vi ska hir studera ekvationer pa formen F(z,y) = 0 dir F ir av klass CF for k > 1.

For att ta ett motiverande exempel, 18t F(x,y) = 22 +4y?>—4 = 0. D4 ser vi att punkten (a, b) = (2,0)
ligger pa kurvan F(z,y) = 0, och att VF(2,0) = (4,0). Vi ser dven att (a,b) = (1,1/3/2) ligger pa denna
kurva med VF(1,v/3/2) = (2,4v/3). Vi paminner ocksé om att gradienten, svida den inte ér noll, pekar
i normalriktningen till nivikurvan.

VF(1,V3/2)

132
(2,0) -
\\JVF(Q,O)
F(xvy) =
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Hér ser vi att runt (2,0) kan vi inte 16sa ut y som funktion av z, eftersom det hur nédra vi &n kommer
alltid (sdvida = < 2) finns tva olika y-virden for varje z-virde. Problemet dr att gradienten VF(2,0) &r
vinkelrdt mot y-axeln hir. D.v.s Fy(2,0) = 0.

A andra sidan ser vi att runt (1,v/3/2) kan vi lokalt 16sa ut y som funktion av « , och detta beror
helt enkelt pd att gradienten VF(1,v/3/2) inte r vinkelrdt mot y-axeln, dvs. F}(1,v/3/2) # 0 (i detta
fall kan vi till och med 16sa ut y = v/4 — 2:2/2 explicit, men notera att inget av det vi gér nedan bygger
pa att vi kan fa fram en explicit formel, vilket vi typiskt inte kommer kunna fa).

( )

Sats 8.1 (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y) dr en reellvird funktion av klass C* (k > 1) sidan att F(a,b) = 0 och F,(a,b) # 0, dd
finns ndgon omgivning till (a,b) sidan att den del av nivikurvan F(xz,y) = 0 som ligger i denna
omgivning dr grafen till en funktion y = f(x) av klass C*. Denna funktion uppfyller med andra ord
F(z, f(z)) =0 och b= f(a).

Implicit derivering: Om F(z,y) och y = f(z) uppfyller b = f(a) och F(x, f(x)) = 0 for x nédra a, i si
fall géller enligt kedjeregeln

d oF OF df d

ol f(2) = 5 (=, f(2)) + afy(:v,f(w)) g @) =50=0.

Om nu Fy(a,b) # 0 far vi (eftersom b = f(a)):

! _ m(a’b)
fila)= 7F’(a,b)'

Y

8.1.2 En ekvation med tre variabler

Om F(z,y,z) ar en reellvird funktion av tre variabler och F(a,b,c) = 0 med F.(a,b,c) # 0, da géller
dterigen att gradienten VF'(a,b,c) = (F,(a,b,c), Fy(a,b,c), F.(a,b,c)) har en nollskild 2-komponent, och
detta dr av motsvarande geometriska skél som i fallet med tva variabler vad som krdvs for att nivaytan
F(z,y, z) = 0 lokalt kring (a, b, c) ska ges av grafen till en funktion z = f(z,y). Denna funktion uppfyller
alltsd F(z,y, f(z,y)) = 0 och ¢ = f(a,b). Har nedan har vi plottat en yta F(z,y, z) = 0, och gradienten
VF ien punkt (a,b,c). Vi ser att lokalt kring denna &r ytan en funktionsgraf.

Sats 8.2 (Implicita funktionssatsen)

Om F(z,y, z) dr en reellvird funktion av klass C* (k > 1) sddan att F(a,b,c) = 0 och F!(a,b,c) # 0,
dd finns nagon omgivning till (a,b, ¢) sddan att den del av nivaytan F(z,y,z) = 0 som ligger i denna
omgivning dr grafen till en funktion z = f(x,y) av klass Ck. Denna funktion uppfyller med andra
ord F(x,y, f(x,y)) =0 och ¢ = f(a,b).
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Implicit derivering: Om vi har en funktion F(z,y,z) av tre variabler med F(x,y, f(z,y)) = 0 dar
¢ = f(a,b) som ovan, d& kan vi dven hir derivera ekvationen implicit med avseende pa z respektive y.
T ex.

S F @ 1(00) = Gy o) + G £ ) - G =0

Om nu F(a,b,c) # 0 far vi

F!(a,b,c)

") = — 1277

Ty(a;0) Fl(a,b,c)

Pa motsvarande sitt far vi F!(a,b, )
"o b) = —Lal®2C)

f2(a,b) F!(a,b,c)

8.1.3 Tva ekvationer med tre variabler

Lat oss se pa ekvationssystemet

{ F(z,y,z) =0
G(z,y,2) =0

dér F och G ar reellviarda funktioner. Var och en av dessa ekvationer svarar (typiskt) mot en paramete-
ryta, och losningarna till ekvationssystemet ar helt enkelt snittet mellan dessa ytor.

Vi dr nu ute efter villkor som séikerstéller att dessa 16sningar lokalt kring en given 16sning F'(a, b, ¢) =
G(a,b,c) = 0 ar en parameterkurva som kan parametriseras med = som parameter.

Notera att VF och VG &r normaler till respektive yta (savida dessa inte dr nollvektorer har vi
verkligen ytor, och dessa ger normalerna). Om vi tittar pa kryssprodukten

R
G G

/! /!
i o
Y z

! /
z y

) )

VFXVG<‘

sa ser vi att kravet att denna inte ska vara noll ar precis att ndgon av determinanterna &r nollskild.
Om detta ar fallet har vi alltsd att normalerna till ytorna inte &r parallella, och déarfor skir de varandra
(lokalt) ldngs en kurva. Kryssprodukten ovan ger en tangentvektor till denna kurva och kravet att den
forsta determinanten ar nollskild &dr just att denna tangentvektor har en nollskild z-komponent, vilket
ar kravet for att vi ska kunna parametrisera med x som parameter. (Och pa motsvarande sitt om y-
respektive z-komponenten &r nollskild kan vi lokalt parametrisera med y respektive z som parameter.)

Hir dr en bild med F(z,y,2) = 2® +y*> — 2, G(v,y,2) = * — 2y — 2 och (a,b,¢) = (1,0,1), déir vi
plottat respektive niviyta samt satt ut gradienterna i punkten (1,0,1).

1 u] 1
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Sats 8.3 (Implicita funktionssatsen)
Antag att F,G av klass C* (k > 1) uppfyller

och oF OF
3y (@,b,c)  F-(a,b,c) 20
9G (g,b,¢) 2%(a,b,c) .
oy 0z

Da finns det en omgivning till (a,b, c) sidan att losningarna till ekvationssystemet

som ligger i dennna omgivning Gr en parameterkurva pd formen y = f(z), z = g(x) av klass C*. Vi

har alltsa
{Fos@ae) =0y {4 = S0
G(z, f(z),9(z)) = c = gla).

For att vidare motivera resultatet, antag att ekvationerna vore linjéra, t ex. att

F(x,y,z) =a1x+biy+c1z+d; =0
G(z,y,2) = asx + by + coz +da =0

Detta svarar mot att var och en av ekvationerna ger upphov till ett plan, och 16sningarna till ekvations-
systemet ar snittet mellan dessa. Vi kan nu skriva detta som (genom att flytta a;x + d; till hogersidan)

b v\ —a1x —dy
bg Co z - —agx—dg ’

Men har vet vi fran linjar algebran att kravet for att vi ska ha entydig 16sning &r precis att determinanten
av matrisen i vinsterledet &r nollskild, vilket visar satsen f6r detta specialfall (om determinanten &r noll
ar matrisen inte inverterbar, och da finns det antingen inga l6sningar alls eller odndligt manga 16sningar
for varje givet x).
Implicit derivering:

Om vi som ovan har

{F(:af(w),g(m)) =0 . {b = f(a)
Gz, f(z),9(z)) = 0 ¢ =

da kan vi derivera varje ekvation for sig implicit med avseende pa x och far

d d

LF(z, f(z),9(x) =L+ 8L . & 4 OF . 41
% dj d

LG(x, f(2), g(x)) = 9¢ + %2 - ;; +95- =0,

dér vi ovan inte skrev ut i vilka punkter vi evaluerar derivatorna. Om nu

%(a,b, c) %I:(a b, c)

%—S(a, bc) %(a,b,c)

da far vi

() ar(ehe) Gelabo) (5oha).

%g(a be) %(a,b,c)




o Notera att det i alla tre fallen ovan gar bra att byta roll pa variablerna. T ex. om vi har en
funktion F(z,y) sddan att F(a,b) = k och Fl.(a,b) # 0 d& ges nivdkurvan lokalt som en graf
x = g(y) istdllet, och ekvationen kan deriveras pa motsvarande sitt med avseende pa y for att
fa fram

!
g(b) = —oA®0)
F!(a,b)
Jamfor detta i ellipsfallet ovan. Lokalt runt punkterna £(2,0) gar det bra att losa ut = som
funktion av y.

o Nar det géller implicit derivering behdver man inte memorera formlerna ovan, utan man kan
derivera det aktuella uttrycket for att fa en ekvation, eller ett ekvationssystem, fér de derivator
som soks (notera att dessa blir linjira for de eftersokta derivatorna).

« Notera ocksa att det inte ar viktigt att vi har homogena ekvationer (dvs. = 0), utan det skulle
kunna vara andra konstanter k/k, [ till hoger i ekvationen/ekvationssystemet, eftersom vi kan
titta pa F' — k respektive F' — k,G — [ istéllet.

8.1.4 En allmin version av implicita funktionssatsen*

Nedan &r en allmén version av implicita funktionssatsen som innehéller alla ovanstaende som speciafall.

r

Sats 8.4 (Implicita funktionssatsen)

Lit F = (F\, Fy, ..., F,) vara en funktion av m+n variabler
av klass C* i ndgon omgivning till punkten (a,b) (a € R™,
funktionaldeterminanten

?j) (‘Tlax%"'71'723y17y27"'7yn)

T,Y) =
b € R") sidan att F(a,b) = 0 och

dF _ -

= 77 b 07

@b #
dd finns i ndgon omgivning till punkten a exakt en funktion f = (f1, fa,- .., fu) (av m variabler med
virden i R"™) av klass C* sddana att i denna omgivning gdller

b=f(a), F(z,f(z))=0

och

~

Satsen ovan kan med lite anstrdngning visas genom att tillimpa inversa funktionssatsen pa avbild-
ningen G : R™*" — R™*" definierad via

é(j?g) = (f,F(i‘,g)),

med den uppenbara tolkningen av uttrycket i hogerledet. Detta da

s& enligt inversa funktionssatsen ar G lokalt inverterbar. Man kan nu visa att funktionen f ér den unika
funktion sadan att



eftersom vi da far

dvs.

9 Dubbelintegraler

Vi kommer i denna kurs i princip uteslutande jobba med dubbel- och trippelintegraler (det vill siga
integrationsomraden i tva respektive tre dimensioner). Man kan definiera multipelintegraler for allmén
dimension ockséa och de vanligaste egenskaperna som linjdritet o.d. bevisas analogt oberoende av dimen-
sion (oftast samma som i envariabeln till och med).

9.1 Dubbelintegraler

Vad vi i alla dessa fall har ér dels ett begrinsat omrade Q2 C R? (det vill siga Q C B((0,0), R) for
nagot tillrackligt stort R) och en begrédnsad reellvird funktion f : Q@ — R (det vill siga det finns en
konstant C' sa att |f(x,y)| < C for alla (z,y) i ), och vi vill definiera

/ /Q o y)dedy = [ /Q fdrdy

sa att ifall f &r positiv pa ), da ska detta ge volymen under grafen till f 6ver ). Sedan &ar det
analogt med integraler fran envariabelanalysen sa att om f tar negativa viarden sa ska de “delar” dar f
ar negativ rdknas negativt (s att dessa bidrar med minus volymen mellan grafen och xy-planet).

Vi kommer forst forklara hur konstruktionen av dessa dubbelintegraler fungerar, utan att ge en direkt
formell definition (vi antar speciellt att vi for rimliga méngder A i planet vet hur vi definierar deras area
m(A)).

Med en rektangel K nedan menar vi en axelparallell rektangel pa formen

{(z,y) eR*:a<z<be<y<diCKC{(x,y) eR*:a<z<bc<y<d}

(s& K &r en rektangel som kan innehalla delar av sin rand, vilket inte paverkar dess area) och dess area

ges av
m(K) = (b—a)(d—c).
Vi borjar med ett exempel:
Exempel 9.1 (Volymtolkning i 2D). Om Q = {(z,y) € R? : 2% + 4y? < 4}, som ér en ellips, och
f(z,y) = 2 +4y? &r var funktion, s ska dubbelintegralen alltsd ge oss volymen av den tredimensionella

kroppen som ges av
{(z,y,2) ER*: 0 < 2 < 2? +4y?, 2 + 4y < 4}
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Notera att fordjupningen i mitten ar just grafen till f, och att ellipsen i xy-planet ar 2.
Bara for att illustrera hur man kan approximera denna integral (detta dr dock inte en central del i
denna kurs) skriver vi approximativt €2 som en &ndlig union av rektanglar (som inte skdr varandra):

Ky K7
O K3 Ky
1 Ky
K2 KS
Ky K
Hér ar 2 som vi approximerat med 10 grona rektanglar K, K, ..., Kig

Nista steg ar att "byta ut” f mot en lamplig konstant approximation pa varje K;. Detta blir bara
bra normalt om man valt K;:na sma nog, och man kan (om f &r kontinuerlig sig) da rikna ut, eller vid
behov approximera, virdet till f i ndgon lamplig punkt i respektive K;. T ex. ligger punkten (—3/2,0)
i K7 och vi kan vilja t ex. a1 = f(3/2,0) = 9/4 = 2.25 o.s.v. Man skulle d&i fa att man approximerar
ovanstaende volym med summan av volymer av tredimensionella riatblock som i figuren nedan:

Sa for att atergd till den allménna situationen, om vi sammanfattar idéerna fran exemplet ovan:
Antag att det for varje e > 0 finns ett andligt antal rektanglar Ki, Ks,..., K; i  som inte skar
varandra (det vill sdga K; N K; = () om ¢ # j) sddana att

(1) Arean av 2\ (K7 UKo U---U K;) & mindre 4n ¢,
(2) det finns tal a;, a9, ..., sddana att |f(z,y) — a;| < e for all (z,y) € K;

I sa fall géller att

/ /Q fdady ~ iz_l;aimw,
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dar felet i denna approximation ar begriansat av (C' 4+ m(Q))e dir |f| < C pd Q. S& ju mindre vi tar e
desto ndrmare kommer vi det riktiga virdet. For att gora ¢ mindre krévs (oftast) att man tar fler och
mindre rektanglar K; ovan.

Tanken &r alltsa for att fa en approximation av integralen approximerar vi forst

Q~KiUKyU---UK,

dér ~ i detta fall betyder att arean/volymen av den del av  som inte ligger i ndgon av rektanglarna ar
sé liten att denna del kan forsummas (ifall  sjilv dr en rektangel kan vi ta @ = Ky U Kp U --- U K)),
och saddana att f ar néstan konstant = a; pa respektive rektangel K.

Notera att om f ar sidg kontinuerlig pa €2 och vi véljer K;:na tillrdckligt sma sa kan vi fa att f =~ a;
pé Ki~

Notera ocksa att ovanstaende faktiskt ar ett sétt att approximera en integral rent praktiskt. Det
vill sidga forst stycka upp € i sma rektanglar (plus nagon férsumbar méngd) K; dér f kan antas vara
approximativt konstant. Sedan approximerar man f pa dessa méngder. Detta kan géras genom att
vélja en lamplig punkt z; € K; och approximera f(Z;) (eller rdkna ut explicit i enkla fall).

Fran ovanstdende "konstruktion” av integraler fljer nagra viktiga egenskaper ganska direkt:

Sats 9.2
(1) [[o(af +bg)dzdy = a [[, fdedy +b [[, gdxdy (a,b € R, f,g integrabla).

@) [Jo 00, fdxdy = [[o, fdzdy + [[q, fdzdy (N Qe =0, f integrabel).

(3) f<g= [[, fdedy < [[, gdxdy (f,g integrabla). Speciellt [[., fdxdy >0 om f > 0.
(4) [[qdxdy = Arean av Q.

(5) (Triangelolikheten) | ([, fdzdy| < [[, | fldzdy (f integrabel).

Egenskap (3) kan anvindas for att ge 6verskattningar och underskattningar av integraler. Om vi t
ex. viljer ¢ och v pa ett sadant satt att ¢ < f < ¢ géller pa Q, da géller

/sz O dudy = //Q [ ddy = //sz v dudy,

och om man véljer ¢ och ¢ pa lampligt sitt (t ex. trappfunktioner som ar konstanta pa rektanglar) si
att integralerna av dessa &r enkla att berdkna kan vi stdnga in virdet av integralen av f.

9.2 Over- och undersummor: en mer formell definition av dubbelintegraler*

Vi betecknar med yx den si kallade karaktiristiska funktionen till en méngd K C R™ som definieras

av
1 omzeK,

XK(x):{O om T ¢ K. (4)
Med en trappfunktion menar vi en dndlig linjarkombination pa formen
Y =a1xk, +a2XkK, T T @Xk,;

dar varje a; &r ett fixt reellt tal, och varje K; &r en axelparallell rektangel som ovan.
For en saddan infor vi integralen

I(¥) = aym(Ky) + agm(Kz) + ... + aym(Ky),
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(anledningen att vi skriver I hér ar {6r att den inte beror pa ndgot specifikt omrade, man skulle kunnat
skriva, [ [, t(z,y)dxdy istallet om man vill).

Notera att det med ovanstaende definition ser ut som att vardet I() eventuellt beror pad vilket sdtt
vi valt att representera ¥ som en sddan linjarkombination i (4) ovan, men det gar med lite jobb att visa
att detta inte beror pa den specifika representationen.

Notera att dessa trappfunktioner trivialt utgor ett vektorrum, sa t ex. ar differensen av tva sddana
ocksa en trappfuntkion.

Vi séger att en sadan trappfunktion v ar en 6vertrappa till f Gver Q2 om

o f(Z) < () for alla € 0,
o Y(Z) >0 for alla z & Q.
Vi séger att en trappfunktion ¢ dr en undertrappa till f Gver Q2 om
o ¢(Z) < f(x) for alla T € Q,
o () <0 for alla z & Q.

Definition 9.3. Vi séger att f: QQ — R &r integrabel 6ver 2 om det for varje € > 0 finns en Gvertrappa
1) och en undertrappa ¢ till f 6ver 2 sddana att

Iy —¢) <e.

Kravet ¢ > 0 och ¢ < 0 utanfor Q sdager att dven om funktionerna inte maste vara noll utanfor maste
de ndstan vara det, eftersom ¥ — ¢ ar ickenegativ och detta gor att om t ex. ¥ >t pa en mdangd utanfor
Q, eftersom differensen v — ¢ > t dd ocksd pd denna mdngd, kan denna inte ha area storre dn €/t om

I(Y —¢) <e.

Precis som i en variabel kan man nu visa att det d& finns ett unikt vérde | fQ f(z,y)dzdy sddant att

1(6) < / /Q f (@, y)dzdy < I(1)

héller for alla undertrappor ¢ och alla 6vertrappor ¢ till f Gver ). Detta kan anvindas for att ge 6ver-
och underskattningar av integralen.

Angaende de funktioner som &r integrabla, samt vilka omraden € som vi kan integrera éver, blir
det vissa begriansningar som till stor del beror pa konstruktionen av Riemannintegralen. Kravet pa
Q ar mer precist att 92 ska ha area noll i den mening att den for varje ¢ > 0 kan tdckas med ett
dndligt antal rektanglar ddr summan av deras areor &r mindre dn €. Ett sddant omrade brukar kallas
kvadrerbart. Kravet pa f ar precis att definitionen 9.3 ska vara uppfylld. I praktiken ar det dock sa
att det enda vi (i denna kurs i alla fall) behover bekymra oss om &r om nagot ar obegrénsat. Sa liange
som () ar begrdnsat och f ar begriansad pa () sd ar kraven pa dessa sa sma att det aldrig i denna kurs
ar ett problem att definiera integralen &ven om funktionen inte &r kontinuerlig i alla punkter t ex.
Dessa antaganden om att omraden vi integrerar 6ver dr kvadrerbara och att funktioner
vi integrerar dr integrabla kommer vara underforstddda i satser och pastaenden om
integraler.

9.3 Fubinis sats for dubbelintegraler

Det storsta nya med dubbelintegraler ar egentligen inte ovanstaende péastaenden. De fungerar
pa samma sitt som for enkelintegraler. Det som vi har for enkelintegraler som vi anvinder &r in-
tegralkalkylens huvudsats som kopplar ihop integraler med primitiva funktioner. Det finns ingen
direkt motsvarighet i flera variabler, men precis som vi har reducerat berédkningen av differentialer
till berdkning av partialderivator tidigare (som vi kan rdkna ut med envariabelmetoder) finns det
en metod att skriva om en dubbelintegral som en sa kallad itererad integral dar man integrerar
forst med avseende pa den ena variabeln och sedan med avseende pa den andra. Dessa integraler ar
vanliga enkelintegraler dér vi kan anvinda vara metoder fran envariabelanalysen.
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Sats 9.4 (Fubini)
Om Q={(z,y) :a<z<balr) <y<p(x)} sigdller att

om f dr integrabel.

[fsasan= [ ([ stea) o

Anmairkning 9.5.

Det absolut enklaste fallet &r om Q &r en rektangel a < < b, ¢ < y < d, da vi ovan har a(z) = ¢
och p(x) = d for varje .

Notera att inte alla omraden €2 kan skrivas pa ovanstaende form, men alla rimliga omraden kan delas
upp i ett dndligt antal bitar som vardera kan skrivas pa denna form, alternativt med ombytta roller
fér « och y. Da kan integralen skrivas om som en summa av integralerna &ver dessa delomraden
dar vi kan tillimpa Fubinis sats pa var och en av dessa.

Om vi for varje x € R later , = {y € R : (z,y) € Q} vara tvirsnittet av @ med linjen som
ar parallell med y-axeln och gar genom punkten (z,0), och definierar projektionen A av Q pa
z-axeln att vara mingden av alla x sidana att €2, inte 4r tom (ska man vara noga ir det egentligen
inte projektion/tvérsnitt enbart da vi sedan "kastar bort” en av koordinaterna sa att vi far en
delmingd till R). I s4 fall blir Q = {(x,y) € R? : z € A,y € Q,}. Antagandet pd omradet i Fubinis
sats dr att A ar ett intervall [a, b] och att Q, for varje x € A ar ett intervall [a(x), (x)] (eller en
punkt om «(x) = B(x)).

Fubinis sats reducerar alltsa berdkningen till att berdkna tva enkelintegraler. Nér vi integrerar med
avseende pa y behandlas = som konstant, och i den andra integralen férsvinner y da vi sétter in
grinserna som beror pa x.

Notera att motsvarande pastaende d& vi byter plats pa x och y givetvis ocksa géller. Det vill séga
om vi kan skriva

Q={(z,y) eR*:c <y <d,¢(y) <z <Y(y)}

/ oW = / d ( /¢ T()) f(x,ymx) day.

(Notera dock att t ex. omradet i figuren ovan inte kan skrivas pa denna form.)

sa galler
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For att forklara varfor Fubinis sats dr geometriskt rimlig ser vi pa nedanstdende bild, dar fordjup-
ningen i mitten ar precis grafen till f, och dubbelintegralen ska ge volymen av den gula kroppen nedan.

1.0

Om vi tittar pa ett litet intervall i x-led [r,r + Ax], d& ar tvarsnittet av kroppen med ett plan
ortogonalt mot z-axeln néstan oberoende av z-vardet pa detta lilla intervall, och for varje sddant = ges

tvirsnittsarean av just ff((f)) f(z,y)dy. Volymen av denna del (den réda delen i bilden ovan) av kroppen
borde alltsa vara, da tvarsnittsarean ar ndstan konstant pa intervallet, ungefar

B(r)
(/( : f(r y)dy) Azx.

Om man styckar upp [a, b] i sddana sma Aa-bitar och summerar alla dessa approximationer far man just

en approximation av uttycket
b B(x)
/ (/ f(w,y)dy> da.
a a(x)

Ett annat mer algebraiskt sétt att motivera rimligheten i satsen via var "konstruktion” av integralen

ovan ar att vi skriver
Q%Kl UKQU"'UKJ',

dér vi antar att f ~ a; pa K, och K;ma inte skir varandra. Om vi d& infér funktionen f (x) att ta vardet
a; om x € K;, och vara noll om z inte ligger i nagot K;, da har vi per definition

// fdrdy = aym(Ky) + agm(Ka) + ... + a;m(Kj) ~ // fdxdy.
Q Q

Alltsa om vi kan visa att satsen géller for f ar det rimligt att tro att den &ven géller for f da vi kan
approximera f godtyckligt bra med sddana funktioner f. Men bagge sidorna i satsen ar linjéra:

// fdxdy:al// Xr,dzxdy + ...+ a; // Xk, dxdy,
Q Q Q
b B(z) _ b B(x) b B(z)
/ / fdy d:r:al/ / XK, dY dx—|—...—|—aj/ / Xk, dy | dz,
a a(z) a a(z) a a(z)

dér x g, betecknar funktionen som &r 1 pa K; och noll annars (det vill séiga den karaktéristiska funktionen
till K;). Detta reducerar alltsd det hela till att visa pastaendet for funktionerna y g diar K &r en rektangel
iQ. Menom K ={(z,y):k<z<l,r<y<gq} farvi

B(=)
_ g—r omux G]k,l[
/{l(z) Xk (2, y)dy = { 0 om z €k, 1] ’

b [ B(x)
/ (/( : dey> dr = (¢ —r)(l — k) = m(K),

vilket visar pastiendet for yx och dirfor for f.

och

S8
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10 Variabelbyten i dubbelintegraler

10.1 Variabelbyten i dubbelintegraler

I envariabelanalys har vi ofta gjort variabelbyten for att utnyttja inre derivator. Denna typ av
variabelbyten gar ju fortfarande bra att anvénda i de itererade enkelintegralerna i Fubinis sats var for
sig vid behov. Men ibland kan det vara vért att gora ett variabelbyte direkt i dubbelintegralen, vilket
nedanstaende sats handlar om. Notera dock att da de variabelbyten vi gor i envariabelanalysen enbart
styrs av funktionen vi vill integrera (vi integrerar ju dar typiskt enbart 6ver intervall) motiveras dessa
variabelbyten i dubbelintegralen lika ofta utav hur integrationsomradet 2 ser ut. Ofta ar malet att
rita upp € s& att i de nya koordinaterna dr 2 en rektangel. T ex. om 2 ir enhetsskivan B(0,1) i
planet sa dr den i poldra koordinater given av olikheterna 0 < p < 1, 0 < ¢ < 27, som allta &ar en
rektangel i (p, ¢)-planet. Som vi sig ovan i samband med Fubinis sats &r rektanglar extra enkla att
jobba med. Det ar dock ocksa beroende pa hur funktionen ser ut om detta ar ett bra byte eller ej.

Sats 10.1
Om Q och D dr tvd omrdiden i R? och g = (g1,92) : D — §Q dr inverterbar och har kontinuerliga
d(gla 92)
d(u,v)

partiella derivator med # 0 sa gdller med

{ z = g1(u,v)

y = g2(u,v)

att o )
— Z,y
fdxdy = // (fog) ‘ dudv.
//Q D d(ua U)
N\
OBS! Zgzgg ar alltsd absolutbeloppet av ZEZ%; som i sin tur dr determinanten av funktionalmatrisen

(det vill séga ett reellt tal).
I analogi med kedjeregeln ovan om

{ x = g1(u,v)

y = g2(u,v)

991 g1
det \ i
ou

ov

har vi att

d(z,y)
d(u,v)
Det vill sdga man ser  och y som funktioner av de nya variablerna w, v. Fordelen med att skriva d(z,y)
istdllet for det kanske tydligare d(g1,g2) ar att vi informellt har formeln

dxdy =

dudv = ‘ ‘ dudv.

d(z,y)
d(u,v)

Ydxdy = ‘ dudv”,

som kan vara enklare att komma ihég.
Notera ocksa att

o) _ (o)™

vilket kan vara anvdndbart for att i vissa fall slippa invertera funktioner. Notera dock att existens av
invers &dr viktigt for att formeln ska vara rétt.

For att forklara rimligheten i satsen notera att eftersom g har kontinuerliga partialderivator sa ar
den differentierbar, si lokalt ar den néstan affin. Vi kommer ihag att for affina avbildningar (eftersom
de bara dr translationer av linjara avbildningar) si skalas area just som beloppet av determinanten av
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den linjara delen. S& ”lokalt” skalar g area med faktorn ‘3&%

e Polara koordinater:

T = pCcos¢ 7
{ y = psinep dzdy = pdpdep.
Ovanstaende formel foljer av att
d(z,y) A cos —psingp’ 5 .y
=P Ll =", = pCOoS —+ psin = p.
dlp,e) Y Yo sing  peose | P @+ psin”p =p

Notera att ett omrade D som ges av fixa grinser i poldra koordinater, det vill sdga pa formen
p1 < p < psoch g < ¢ < g, ser ut som det gula omradet i figuren:

Y

)

Notera ocksa att om vi fixerar ¢ och later p variera ger det en halvlinje utgdende fran origo, och om vi
fixerar p-vardet och later ¢ variera ger det en cirkel med radie p.

11 Trippelintegraler

11.1 Grundliggande egenskaper och Fubinis sats

Trippelintegraler inférs pa analogt sitt med dubbelintegraler. I detta fall har vi ett begransat omrade
Q) C R? och en begrinsad funktion f : Q — R och vill definiera

///Q f(z,y, 2)dzdydz = //Qfdzdydz.

Eftersom grafen till f nu ligger i fyra dimensioner ar en geometrisk tolkning som den med volymen under
grafen for dubbelintegraler inte sa anvindbar. Nedanstdende fysikaliska tolkningar dr da viktigare:

e« Om f betecknar densiteten hos en kropp med utbredning 2, da ska trippelintegralen ge oss den
totala massan,

e Om f betecknar laddningstdtheten hos en kropp med utbredning €2, da ska trippelintegralen ge
oss den totala laddningen.

(Det kan vara vart att séga att motsvarande tolkning géller dven for dubbelintegraler om vi har en
yt-densitet, eller laddningstdathet pa en tvadimensionell kropp.)

Approximationskonstruktionen (och 6ver- och undertrappor) fungerar pa samma sitt som for dub-
belintegraler, med den skillnaden att istéllet for rektanglar anvinds nu tredimensionella ratblock, det
vill séga méangder K pa formen

{(,y,2) ra<z<be<y<dk<z<r}CKc{(z,y,2):a<z<bc<y<dk<z<r}
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med volymen
m(K)=(b—a)(d—c)(r—k).

Vi skriver alltsa nu
Q%KluKQU"'UKl,

dér =~ nu betyder att skillnaden i volym &r féorsumbar, och sddana att f dr ndstan konstant lika med a;
pa K;. Vi har da

// fdzdydz = aym(Ky) + agm(K2) + ... + aym(K;).
Q

Anmaéirkning 11.1 (Densitetstolkning). Det kan vara virt att tinka pa densitetstolkningen ovan. {2
ar ungefar "summan” av alla rdtblocken K;. Dessa dr sma sa att densiteten &r ndstan konstant = a; pa
denna del, sd totala massan av K;-delen ska vara ungefar a;m(K;). Totala massan av kroppen ska nu da
vara ungefar summan av dessa delar.

( )

Sats 11.2
(1) [[[o(af +bg)dxdydz = a [[[, fdedydz +b [[[, gdxdydz (a,b € R, f,g integrabla).

(2) ffoIUQ2 fdxdydz = ffol fdzdydz + ffoz fdzdydz (01 N Qs =10, f integrabel).

(3) f <g= [[|,fdedydz < [[[,gdxdydz (f,g integrabla). Speciellt [[[, fdxdydz > 0 om
[ =0.

(4) fffg dxdydz = Volymen av €.

(5) (Triangelolikheten) | [[ [, fdxdydz| < [[[, |fldzdydz (f integrabel).

Sats 11.3 (Fubini)
e Om Q ar pa formen a < z<b, (x,y) € Q,, dd galler

// Qf(x,y,z)da:dydz _ /ab (//Q f(x,y,z)dxdy> dz.

o Om Q dr pa formen (z,y) € D, a(z,y) < z < B(z,y), di galler

F(z,y, 2)dedydz = ey f(a,y, 2)dz | dedy.
Q D \Ya(z,y)

Langt ifran alla omraden kan skrivas pa dessa former (sivida vi i den forsta formen inte tillater att €2,
ar tomt for vissa z € [a,b]), men alla rimliga omraden kan styckas upp i mindre bitar som var och en
kan skrivas pa detta vis.

e For att behandla en trippelintegral med Fubinis sats delar vi forst upp den som en dubbelintegral
och en enkelintegral. Dubbelintegralen kan man sedan behandla med alla de metoder vi har for
dessa, till exempel kan man eventuellt anvinda Fubinis sats for dubbelintegraler fér att skriva om
det hela till tre enkelintegrationer.

e Man har hér i forsta steget valet att antingen titta pa projektionen av () pa z-axeln, eller pa
xy-planet.
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e Om man projicerar pa z-axeln, da ser man for varje fixt z € R pa tvirsnittet
Qz = {(%,y) € RZ : (CC,y,Z) € Rg}

mellan planet, som &ar parallellt med zy-planet och som géar genom (0,0, z), och 2. Projektionen
pa z-axeln ar per definition méngden av alla z sddana att 2, inte dr tom. Antagandet i Fubinis
sats (forsta formuleringen) dr att denna projektion ar ett intervall. (Ska man vara formell ar det
inte bara tvarsnitt/projektion ovan da vi ocksd "kastar bort” en respektive tva av variablerna.)

e Om man alternativt vill projicera € pd xy-planet forst, dd kan vi for varje (z,y) € R? inféra
tvarsnittet
Quy ={z€R:(z,y,2) € Q}

mellan linjen som &r parallell med z-axeln och gar genom (z,y,0) och Q. Projektionen av ) pa
xy-planet ar nu per definition

D = {(z,y) € R? : Q,, ir inte tom.}.

Antagandet i Fubinis sats (andra formuleringen) ar helt enkelt att Qg &r ett intervall [a(z, y), B(z, y)]
(eller en punkt om a(z,y) = B(x,y)) for varje (z,y) € D. (Ska man vara formell &r det inte bara
tvirsnitt/projektion ovan da vi ocksa “kastar bort” tva respektive en av variablerna.)

e Precis som i Fubinis sats for dubbelintegraler kan man byta roll pa variablerna, sa om t ex. )
istéllet ar pa formen (z,z2) € D, ¢(z,z) <y < (x, z) sa géller

P(z, Z)
// f(z,y, z)dedydz = // </ (x y,z)dy) drdz.
(z,2)

o Efter att man skrivit om integralen med ett av ovanstdende alternativ har man sedan kvar en
enkelintegral och en dubbelintegral. Om man sedan ska anvinda Fubinis sats fér dubbelintegraler
pa denna dr malet i sa fall att i slutdndan komma till ett uttryck pa formen (med eventuellt
omvéinda roller for nigra koordinater)

b () B(z,y)
// fdxdydz:/ / / flz,y,2)dz | dy | de.
Q a p(z) a(z,y)

Forsok dock inte mer &n i véldigt enkla fall g till detta uttryck direkt, utan skriv férst om det
som en dubbel- och en enkelintegral, och skriv sedan om dubbelintegralen.

Exempel 11.4. Antag att
Q={(z,y,2): (= 2)* +2(y —3)®> +3(z —4)? < 4}.

D4 é&r Q den gula kroppen i figuren nedan, medan den réda stolpen (1, i detta fall 4r given av att
(z,y) = (2,3) och att z ligger mellan grénserna

4— /(A= (z—-2)2—2(y—3)2/vV3och 4+ /(4 — (z —2)2 —2(y — 3)2/V/3,

d.v.s
Quy =[4— V(@A — (22 =2(y —3)2/V3,4+ /(4 — (v — 2)2 = 2(y — 3)?/V3] om (z,y) = (2,3).

Och det bla omradet i zy-planet ar just projektionen D av Q pa xy-planet, och ges i detta fall av
(r —2)? 4+ 2(y — 3)? < 4. Vi kan alltsé skriva Q pa formen

(z,y) €D, 4—+/4—(2—-2)2—-2(y—3)2/V3<z<4+4—(x—2)2—-2(y—3)2/V3.

A andra sidan &r den grona skivan ett exempel pa ett snitt av Q med ett plan parallellt med zy-planet,
i detta fall planet z = 4. S& Q. ar i detta fall precis projektionen av detta grona omrade pa zy-planet (det
vill sdga €4 ar i detta fall méngden av alla (x,y) saddana att (x,y,4) ligger pa den grona skivan i bilden).
Grinserna for z i detta fall ir 4—2/v/3 < 2 < 44+2v/3 och Q, ges nu av (2 —2)%2+2(y—3)% < 4—3(z—4)?
for varje fixt z pa detta intervall.
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Om man i detta fall tdnker pa €2 som en potatis kan man tdnka pa uppstyckningen med €2, :na som
att man skivar potatisen till chips, och uppdelningen med de réda stolparna som att man styckar upp
den i pommes istéllet.

OBS! Notera att i ovanstaende fall rakar projektionen D pa zy-planet vara lika med ett
av tvirsnitten (D = ), eftersom detta tvirsnitts projektion innehdiller alla andra tvérsnitts
projektioner. Detta giller absolut inte i allminhet, utan D &r unionen av alla tvarsnitts
projektioner. Motsvarande kan dven sidgas om projektionen pa z-axeln.

11.2 Variabelbyten i trippelintegraler

Sats 11.5
Om Q och D dr tvd omrdden i R® och g = (g1,92,93) : D — Q dr inverterbar och har kontinuerliga
d(glv 92, 93)

d(, v, w) # 0 sd gdller med

partiella derivator med

L= gl(u,v,w)

Y= gQ(“)”)w)
z = gs(u,v,w)

[ a0 23 e

att
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e Sfariska koordinater:

x = rsinfcosy
y =rsinfsinp dedydz = 2 sin 0drdfdp.
z=rcosf

Ovanstaende formel foljer av att

d(z,y, 2) T, xp T, sinfcosp rcosfcosp —rsinfsingp
==y, Yp Y,|=|sinfsing rcosfsing rsinfcosyp =...=r%siné.
d(?", 03 QD) / / ! 0 _ : 0 O
AN 7 cos rsin

Notera att om vi fixerar 6 och later r variera fran 0 till R och ¢ fran 0 till 27 kommer vi om 6 = 0
fa positiva z-axeln, om 0 < 6 < 7/2 far vi en kon med vinkel # runt positiva z-axeln med hojd R, om
0 = /2 far vi en cirkelskiva i zy-planet med radie R, om 7/2 < 6 < 7 far vi en kon runt negativa z-axeln
med vinkel 7 — # mot denna, och slutligen om 6 = 7 far vi negativa z-axeln.

Om vi istéllet fixerar 7 > 0 och later 6 variera fran 0 till 7 och ¢ fran 0 till 27 far vi en sfir med
centrum i origo och radie r.

Om vi slutligen fixerar ¢ och later 6 variera fran 0 till 7 och r frén 0 till R far vi en halvcirkelskiva
som har en kant pa z-axeln och radie R.

I bilden till vinster nedan ges den grona linjen av att vi fixerat ¢ = 7/4 och § = 7/4 och later r
variera fran 0 till 3, den r6éda cirkeln av att vi fixerar r = 2 och 6 = /4 och later ¢ variera fran 0 till
27, och den bl halvcirkeln av att vi fixerat r = 2 och ¢ = 7/4 och later 0 variera fran 0 till .

I den hogra bilden svarar den roda konen mot att vi fixerat 6 till 7/4, den bla sfiaren av att vi fixerat
r till 2 och den grona halvcirkelskivan av att vi fixerat ¢ till 7/4. Notera att dessa tre ytor skir varandra
i exakt en punkt som alltsd dr punkten som svarar mot (r, 60, ) = (2,7/4,7/4).

12 Integraltillampningar. Generaliserade integraler

12.1 Area och Volym

e Om Q &r ett omrade i planet sa géller

Arean till Q = // dxdy.
Q

e Om Q &r ett omrade i rummet sa géller
Volymen till 2 = / / drdydz.
Q

Notera att det inte dr nigon motsigelse att t ex. [ fQ dxdy representerar volymen av kroppen som
ligger mellan planen z = 0 och z = 1 6ver omradet €2 och ovanstaende pastdende. Vad vi sdger ar att
volymen av denna “cylinder” med tvéarsnitt (2 &r precis lika stor som bottenarean av €.
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12.2 Tyngdpunkter i 2D
Om en plan skiva med utbredning Q i R? har densitet o(z,y) ges tyngdpunkten (z¢, ;) till denna av

_ Jgzew,y)dzdy —  [foye(x,y)dwdy
[Jq oz, y)dzdy Ye [Jo o, y)dzedy

//Q o(z,y)dzdy

t

Har ar

den totala massan till skivan.

12.3 Tyngdpunkter i 3D
Om en kropp med utbredning 2 i R? har densitet o(z,y, z) ges tyngdpunkten (z¢,ys, z¢) till denna av

_ fffﬂ zo(x,y, z)dzdydz _ ffo yo(z,y, z)dxdydz L ffo zo(x,y, z)dxdydz
ffo o(z,y, z)dxdyz ’ Ye ffo o(z,y, z)drdydz ’ t ffo o(x,y, 2)dzdydz

///Q o(z,y, z)dxdydz

12.4 Generaliserade Integraler

Tt

Har ar

den totala massan till kroppen.

Ovanstaende definition av integraler kréver att bade omradet och funktionen ar begrédnsade. Vi tittar har
pa hur man goér annars for dubbelintegraler (trippelintegraler behandlas helt analogt, dar vi nedan byter
R? mot R3 och area mot volym, dzdy mot dxdydz...). Lat dirfér Q C R? eventuellt vara obegriinsat,
och antag att f: Q — R eventuellt 4r obegrdnsad. Vi vill da, ifall det &r mojligt, definiera

/ /Q f dedy (5)

o Integralen ovan kallas generaliserad ifall Q och/eller f dr obegrinsad,

o Vi skulle dven tillata att f inte dr definierad pa en delméngd till {2 som har area noll, t ex. som i

/ / _ dxdy,
B((0,0),1) /22 + y?

dér integranden inte ar definierad i origo.
En vixande foljd Q1 C Qo C Q3 C ... sadan att
(U1) varje Q; ar en begransad delmingd till €,
(U2) f &r begrénsad (och definierad i alla punkter) pa Q; for varje ¢,
(U3) Q\ (21 UQ2UQ3U...) har area noll

kallas en tilliten uttommande {6ljd till ) relativt integralen (5).
Notera att for en sadan foljd ar varje integral

//Qi fdxdy

véldefinierad i var vanliga mening, och idén &r att om det finns ett vettigt virde pa integralen (5) borde
integralerna ovan ga mot detta virde da ¢ — oo.
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Podngen med de tre kraven pa uttémningen ar att (Ul) och (U2) &r krav for att integralen av f
over ), ska vara véldefinierad, och (U3) &r kravet for att det ska vara rimligt att dessa integralers
virden faktiskt ndrmar sig ndgot som ska vara integralen av f Gver hela 2.

Nér vi har en generaliserad integral som (5), maste vi alltsa forst identifiera vad som gor den
generaliserad, det vill sdga identifiera punkter dar |f| blir odndligt stor samt om 2 &r obegrinsad. I
integralen (5) géller:

e Om Q= B((0,0),1) och f(z,y) = 1/y/22 +y2 ir Q; = {(z,y) : 1/i® < 22 +y* < 1} som alltsd
ar ett ringformat omrade med ett hil med radie 1/i runt origo, en tilliten uttémmande {61jd.
Notera att §2; vixer mot © \ {0,0} som &r hela € utom en punkt (och en punkt har givetvis
area noll).

e Om Q =R?och vi ser pa f(z,y) = 1/(1+2%+y?) dr Q; = B((0,0),4) en tilliten uttémmande
foljd eftersom f &r begransad och vart enda problem ar att R? ar obegransat. I detta fall vixer
Q; mot hela Q.

e Om Q =R? och f(x,y) = 1/(2® + (y — 1)) &r integralen generaliserad p.g.a. att funktionen
— oo dd (z,y) — (0,1) samt att integrationsomradet ar obegridnsat. I detta fall &r t ex.
Q= {(x,y) : 1/i®? < 22 + (y — 1)? < i?}, som alltsd ér ringformade omraden runt punkten
(0,1) en tillaten uttommande {6ljd.

I ovanstaende exempel fokuserade vi pa uttéomningar med cirkuldr symmetri, men man kan ténka
sig vilken typ av omraden som helst.

Definition 12.1. Om det finns I € R sadant att for varje tillaiten uttémande foljd till © relativt

[Jq, f dxdy som ovan géller att
// fdxdy — I da i — oo,
Q;

da sdger vi att f har generaliserad integral I pa 2.

I sa fall skriver vi dven
/ / fdxdy =1,
Q

och séger att integralen dr konvergent (annars siger vi att den &r divergent).

En skillnad mot fallet med en variabel och denna definition ar att vi ddr, om vi t ex. ska definiera
I f(x)dx bara ser pd uttémmande féljder som dr intervall [0,i], medan vi hér skulle tillita mer allmdin-
na uttémningar. Med envariabeldefinitionen kan man ha funktioner f som dr integrabla i denna mening
utan att vara absolutintegrabla (t ex. sin(x)/x). Med ovanstiende definition kan inte detta handa (vilket
beror pd att vi kan tomma ut den del dar funktionen dr positiv snabbare an den del ddar den dr negativ
och vice versa).

Foljande sats sdger att om f ar icke-negativ sa racker det att testa med en uttommande foljd.

Sats 12.2
Om f:Q — [0,00] och det finns en uttommande foljd Q; av Q sadana att

lim // f(z,y)dxdy < oo,
1—> 00 Ql

da dar f generaliserat integrabel dver €.
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Notera att eftersom [ le f(z,y)dady ar vixande med ¢ om f > 0, s& kommer gransvirdet existera,
men eventuellt vara odndligt. Anledningen till att ovanstdende sats giller ar att om vi har tva uttém-
mande foljder D; och ©; av  som uppfyller var krav, da kommer for varje givet j "mer eller mindre”
D; C Q; for alla tillrdckligt stora 4, och alltsa géller

/ f(z,y) dedy < lim / f(a,y) dedy,
Dj 71— 00 Qz

och detta haller sedan &ven for gransviardet da j — oco. Eftersom vi kan vinda pa rollerna mellan D; och
Q; maste vi ha likhet mellan gransvirdena.

o Det dr fundamentalt ovan att f(z,y) > 0 for att ovanstaende ska gélla, eftersom integralen annars
inte beror monotont pad omradet vi integrerar 6ver.

e Anledningen till att vi skriver "mer eller mindre” ovan ar att det inte ar helt sant utan extra
antaganden pa vara uttémmande foljder att D; C Q; for alla stora ¢, men att hantera detta
problem kraver mer teori &n vi kommer behandla i denna kurs.

Exempel 12.3. Lat f(z,y) = 2/(1+2%+y?) och Q = {(z,y) : > 0,y > 0}. Vi kan da titta pa tva olika
uttomningar av Q, tex. Q; = {(z,y) : & > 0,y > 0,2°4y? <i*},och D; = {(z,y) : 0 <z < j,0 <y < j}.
Om vi tittar pa [, fdxdy ska detta vara volymen under grafen:

Om vi nu approximerar med §2; far vi en approximation med en volym som den orangea i nedanstaende
bild:

A andra sidan far vi om vi approximerar med D; en volym som den gréna nedan:



Notera att om vi valt j stort nog géller Q; C Dj, vilket leder till att

// fdzdy < lim // fdxdy.
Q; J= JJD;

A andra sidan om vi véljer i stort nog géller vice versa att D; C ) sd att

// fdzdy < lim // fdxdy.
Dj 1—00 Q;

Notera dock att allt detta bygger pa att integranden &r positiv, men forklarar i detta fall varfor
vi bara behéver titta pa en uttomning, eftersom alla sddana i slutdndan maste leda till samma vérde
(eventuellt oo) for varje sidan.

Exempel 12.4. Om vi istéllet tittar pa en obegrinsad funktion, sig f(z,y) = 1/(x? +3?)/4 | och vill
se pa integralen 6ver omradet € som ges av 0 < z < 1 och 0 < y < 1. D& far vi istéllet foljande bild, dér
vi vill definiera (om den &r &ndlig) volymen av den gula kroppen, och denna kan vi approximera med
volymen av kroppar som den gréna dir vi tommer ut 2 med omradena ; som ges av att 1/i < x < 1
och1/i <y <1tex.
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Om vi har en funktion som véxlar tecken far man behandla den del dar den &r positiv for sig och den
dér den ar negativ for sig:

( )

Sats 12.5
Oom f:Q—RIlat Qp = {(z,y) : f(z,y) >0} och Q_ = {(z,y) : f(z,y) <0}. Isa fall dr

//Q f(z,y)dzdy

konvergent om och endast om bada integralerna

/ [ Swsdyocn / /Q -~ f{ay)dady

ar konvergenta. Vidare galler da att

/ /Q [z, y)dedy = / - f(z,y)dedy — / /Q - fla,y)dzdy.

Notera att vi satt minustecknet innanfér integralen 6ver 2_. Detta for att —f &r positiv pa denna
del av Q och alltsd kan vi anvdnda satsen ovan for positiva funktioner.

( )

Sats 12.6
Om de tvd (eventuellt) generaliserade integralerna

//Q f(z,y) dzdy och //Qg(m,y) dzdy

bada dr konvergenta och a,b dr reella tal, da dr dven

/ /Q(af (z,y) + bg(x, y)) dzdy

konvergent och

//Q(af(%y) + bg(z,y)) drdy = a//Q f(z,y) dedy + b//Q g(z,y) dzdy.

e Ovanstaende ar i princip en direkt foljd av definitionen och kénda satser for gransvéirden.

e Satsen ger dven en annan mojlighet om vi har en integrand som véxlar tecken att istéllet for att
stycka upp omradet dela upp integranden

f(x,y) = fl(xvy) - fQ(xvy)

dér f; och fy dr positiva. Om da integralerna [[, fi(x,y)dzdy och [[, fo(x,y) dedy bada &r
konvergenta s& ir dven [ [, f(x,y) dedy det med vérde

/ /Q f1(z,y) dedy — / /Q fo(z, ) dedy.

(Att stycka upp omradet i 4 och Q_ motsvarar i princip specialfallet att vilja f; = fT =
(Ifl+ f)/2 och fo = f~ = (|f| — f)/2 ovan.)
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12.5 Variabelbyten och Fubinis sats for generaliserade integraler

Det visar sig att variabelbyten och Fubinis sats faktiskt géller dven for generaliserade integraler.

( )

Sats 12.7 (Variabelbyten)
Antag att Q och D dr tvd omrdden i R? och g = (g1, 92) : D — Q dr inverterbar och har kontinuerliga

d
partiella derivator med M #0. Lat

d(u, v)
{ z = g1(u,v),

y = g2(u,v).

For ett givet f dr da antingen bada integralerna

//Qfdxdy och //D(fog)‘zgzzi‘dudu

divergenta, eller sda dr bada konvergenta och

//Qfdxdyz//DUog)‘jEZ

,Y)
()

dudv.
ol

Ovanstdende #r mer eller mindre en direkt konsekvens av att g och g1

pa uttémmande foljder.

Fubini’s sats géller &ven den om vi har en konvergent generaliserad integral. Dock ar det kansligt
vilka slutsatser man kan dra géllande konvergens om integranden véxlar tecken, s& for att undvika en
allt for komplicerad formulering nedan véljer vi att fokusera enbart pa positiva integrander, dér vi nu

for ett sadant f skriver
/ / fdxdy = 0o
Q

om den dr divergent (da det enda séttet den kan vara divergent pa i detta fall 4r att volymen under
grafen ar odndligt stor).

avbildar uttémmande foljder

( )

Sats 12.8 (Fubini)
Antag att f : Q — [0,00] dar Q@ = {(z,y) :a <z < b,a(z) <y < B(x)}. Da giller att

Fdwdy = N F(z,y)dy | da.
Q a a(z)

o Anledningen till att vi hiar har valt 6ppna intervall dr att eventuellt &r @ = —oo och/eller b = oco.
Vi tillater dven a(z), f(x) att vara oo hir. (Notera att det inte hade gjort ndgon skillnad om vi
tagit oppna intervall tidigare heller d& méngderna dir x = a, x = b, y = a(z) och y = B(x) har
area noll.)

o Satsen ska tolkas som att den generaliserade dubbelintegralen &r konvergent om och endast om
den (eventuellt) generaliserade integralen f; g(z)dz ar konvergent, dar

B(x)
o) = / f(,y)dy.



Detta kréiver forstds att den (eventuellt) generaliserade integralen | aﬁ ((;)) f(z,y)dy ar konvergent {or

de flesta = (den kan dock vara oédndlig for nagot enstaka x s lange som funktionen g(z) ovan blir
generaliserat integrerbar).

e Béda resultaten ovan foljer av att vi kan gora en lamplig uttémning D; av D, tillimpa respektive
sats pa D;ma och ta ett gransvirde pa bada sidor i likheten. T ex. om vi ser pa satsen om varia-
belbyten, d& kommer D;:na avbildas av g pa omraden §2; som dr en uttomning av . Enligt satsen
om variabelbyten (for icke-generaliserade integraler) géller nu

X)) ‘ dudv,
v

[l =], o0

och om vi tar gransvirdena pa respektive sida far vi resultatet.

// e " Vdxdy
D

dar D ges av > 0 och y > 0. Eftersom vi har en positiv integrand har vi nu tva alternativ.
Det forsta alternativet ar att vi véljer en uttomning av D, t ex. med D,, som ges av 0 < z < n och
0 < y < n och tittar pa

//Dn e " Vdxdy = /On (/On e -eydy) do=[—e "] - [—e V] =(1-e")-(1—e").

Eftersom detta gar mot 1 da n — oo ar integralen konvergent med vérdet 1.
Det andra alternativet &ar att vi direkt tillimpar Fubinis sats ovan:

// e Ydxdy :/ </ emydy> dz :/ [—e Ve "] gdx 2/ e fdr = [—e"]7" = 1.
D 0 0 0 0

Alltsa ar integralen konvergent, enligt Fubinis sats, med véardet 1.

Exempel 12.9. Vi ser pa integralen

A Nagra kommentarer angaende olika notationer

Notera att det forekommer en hel del olika notationer i olika bocker. Nedan listar vi en del forekommande
notation.

I vissa fall anviinds f’(a) for matrisen till df(a) istdllet for g(&) (det finns dven fall da f'(a)
z

betecknar df (a), men detta &r ju lite i motsigelse med hur det anvinds i en variabel om man ska
vara noga). Vissa forfattare skriver df; istéllet fér df(a). Ibland anvéinds &ven J; for matrisen (J
for Jacobi).

o For partialderivator forekommer &ven notationen f,, 0,f, D.f, D1f.
0
o For riktningsderivator kan man stéta pa a—‘]j, dsf, Viof, fr, Dif, Osf.
v

 For dubbelintegraler kan man se notationen [[ fdA (det vill siga dA = dzdy, A for area).

o For trippelintegraler kan man se notationen [[[ fdV (det vill siga dV = dzdydz, V for volym).

Materialet i hiftet har producerats i B'TEX. De flesta tvadimensionella figurerna har producerats med
TikZ direkt i BTEX, medan de tredimensionella graferna/figurerna har plottats frimst med Mathematica,
och i nagra fall med Maple.
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