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Polynom i flera variabler

Ett polynom i tva variabler &r en funktion som kan skrivas som en
(indlig) linjarkombination av termer pa formen x*y/, dar k, I r
icke-negativa heltal.
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Ett polynom i tva variabler &r en funktion som kan skrivas som en
(indlig) linjarkombination av termer pa formen x*y/, dar k, I r
icke-negativa heltal.

Graden av x¥y! ar k 4/, och graden av ett polynom definieras som
den hégsta graden av dess termer.
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Polynom i flera variabler

Ett polynom i tva variabler &r en funktion som kan skrivas som en
(indlig) linjarkombination av termer pa formen x*y/, dar k, I r
icke-negativa heltal.
Graden av x¥y! ar k 4/, och graden av ett polynom definieras som
den hégsta graden av dess termer.
Sa t.ex. ar

p(x,y) = 3% + 4x*y* 4y

ett polynom av grad 6 (mittentermen har hogsta grad 2 + 4).
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Polynom i flera variabler

Ett polynom i tva variabler &r en funktion som kan skrivas som en
(indlig) linjarkombination av termer pa formen x*y/, dar k, I r
icke-negativa heltal.
Graden av x¥y! ar k 4/, och graden av ett polynom definieras som
den hégsta graden av dess termer.
Sa t.ex. ar

p(x,y) = 3% + 4x*y* 4y

ett polynom av grad 6 (mittentermen har hogsta grad 2 + 4).
Polynom av flera variabler definieras p& ett analogt satt, s3 t.ex. ar

p(x,y,z) = 3x°z — byz® + Txy3z*

ett polynom av grad 1 + 3 + 4 = 8 i tre variabler.
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Taylors sats

Givet en reellvard funktion f av n variabler s& definierar vi det k:e
Taylorpolynomet till i en punkt 3 € R” som det unika polynom
pr av grad hogst k och sddant att p, och alla dess partialderivator

upp till och med ordning k &r lika med motsvarande for funktionen
f i punkten 3.
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Taylors sats

Givet en reellvard funktion f av n variabler s& definierar vi det k:e
Taylorpolynomet till i en punkt 3 € R” som det unika polynom
pr av grad hogst k och sddant att p, och alla dess partialderivator
upp till och med ordning k &r lika med motsvarande for funktionen
f i punkten 3.

Sats (Taylor)

Om f har kontinuerliga partialderivator i en omgivning till 3 upp till
och med grad k + 1 s§ géller

(x) f(x) = px(x) + b(X)|x — 3",

dar py ar det k :e Taylorpolynomet till f i 3 och b(X) ar begransad
i ndgon omgivning till 3.
Vidare ar px det enda polynomet av grad < k som uppfyller (x).
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Taylors formel i tvé variabler

palxiy) = f(a,6) + 5 (a.b)(x = 2) + 5 (a,b)(y — b) +

10°f , O%f
2 55 (3 D)X = 8+ 5 (2, b)(x = a)(y — b) +
10°f

25,2 (2 D)y — b
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Taylors formel i tvé variabler

palxiy) = f(a,6) + 5 (a.b)(x = 2) + 5 (a,b)(y — b) +

5 2

2 522D =+ (o B )y )+
2

;g Z(a b)(y — b)* =

f(a,b) + V(2 b) e (x— a,y — b) +

%(x —a y—b)H(a,b) (’; B Z)

ar andra ordningens Taylorpolynom till i (a, b), dar
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Taylors formel i tvé variabler

palxiy) = f(a,6) + 5 (a.b)(x = 2) + 5 (a,b)(y — b) +

2 2

5 (b)(x = 24 5 (@ b))y )+
2

552 B)y — B =

f(a,b) + Vf(a,b)e(x —a,y — b)+

%(x —a y—b)H(a,b) (’; B Z)

ar andra ordningens Taylorpolynom till i (a, b), dar

2 2
(@ b)  gg,(ab)
H(a, b) =

2 2
aaxafy(aa b) giyg(aa b)
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Flera variabler

Om vi nu har en funktion f(X) = f(x1,x2,...,x,) av n variabler,
och vi later H(3) vara matrisen som p3 plats ij har andraderivatan
0°f
Ox;0x;

a),

da vet vi att denna matris ar symmetrisk, eftersom det inte spelar
ndgon roll i vilken ordning vi tar partialderivatorna (om vi antar att
f ar av klass C? nira punkten 3).
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Flera variabler

Om vi nu har en funktion f(X) = f(x1,x2,...,x,) av n variabler,
och vi later H(3) vara matrisen som p3 plats ij har andraderivatan
0°f
Ox;0x;

a),

da vet vi att denna matris ar symmetrisk, eftersom det inte spelar
ndgon roll i vilken ordning vi tar partialderivatorna (om vi antar att
f ar av klass C? nira punkten 3).

p2(X) = f(3) + VF(3) e (x — a3)+ %(2 —3)'H(3)(x — a).
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Flera variabler

Om vi nu har en funktion f(X) = f(x1,x2,...,x,) av n variabler,
och vi later H(3) vara matrisen som p3 plats ij har andraderivatan
0°f
Ox;0x;

a),

da vet vi att denna matris ar symmetrisk, eftersom det inte spelar
ndgon roll i vilken ordning vi tar partialderivatorna (om vi antar att
f ar av klass C? nira punkten 3).

p2(X) = f(3) + VF(3) e (x — a3)+ %(2 —3)'H(3)(x — a).

Observera dock att i uttycket V£ (3) e (x — 3) ska x — 3 behandlas
som en vektor i R", medan det i matrismultiplikationen
(x — 3)'H(3)(x — a) ska behandlas som en kolumnmatris.
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Lokala extrempunkter

Definition
Om f &r en reellvard funktion av n variabler och 3 uppfyller att det
finns € > 0 s3 att

f(%) < f(3) for alla x € B(3,¢)

s3 kallas 3 ett lokalt maximum till f.
Om det finns € > 0 s3 att

f(x) < f(3) for alla x € B(3,¢) \ {3}

s& kallas 3 ett lokalt strangt maximum till . Med omvinda
olikheter definieras lokala (stranga) minimum ocksa.
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Lokal extrempunkt medfor gradient noll

Sats

Om 3 ar ett lokalt max/min till f och f ar differentierbar i 3, d§
géller att V£(3) = 0.
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Lokal extrempunkt medfor gradient noll

Sats

Om 3 ar ett lokalt max/min till f och f ar differentierbar i 3, d§
géller att V£(3) = 0.

Punkter X dir Vf(X) = 0 kallas kritiska eller stationira punkter
till £.
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Andraderivatatest

Om 3 &r en kritisk punkt och f &r av klass C3 nira 3 s3 far vi fran
Taylors sats att

f(a+h)=f(3)+ %EtH(é)/_H- b()|h)® = f(3) + %Q(E)+b(>‘<)|/‘7|3.

Q@ ar har den kvadratiska form som har Hessianen som matris.
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Andraderivatatest

Om 3 &r en kritisk punkt och f &r av klass C3 nira 3 s3 far vi fran
Taylors sats att

f(a+h)=f(3)+ %EtH(é)/_H— b()|h)® = f(3) + %Q(E)+b(>‘<)|/‘7|3.

Q ar har den kvadratiska form som har Hessianen som matris.

Sats

Om 3 ar en kritisk punkt till f, s& galler f6ljande:
e Om Q ar positivt definit har f ett lokalt strangt minimum i 3,
e Om Q ar negativt definit har f ett lokalt stringt maximum i 3,
e Om Q &r indefinit har f en sadelpunkt i a.

| de fall dar Q bara ar (postitivt eller negativt) semidefinit racker
inte andraderivatorna till for att avgéra om f har en lokal
extrempunkt eller ej.
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