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binomialkoefficienterna hamtas enklast ur Pascals triangel / =
=a’ — 7a® + 21a° — 35a* + 35a® — 21a® + Ta — 1

Svar: a” — 7a% + 21a® — 35a* + 35a® — 21a% + Ta — 1.
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Vi ser att detta ar en geometrlsk summa med forsta term = 6-42, kvot = 4 och med

4129_1
130—2+1 = 129 termer. Alltsa dr summan lika med 6-42- 1 =32-(4'%-1).
Svar: 32 - (47 —1).
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Logaritmerna ar definierade forutsatt att 1 —ax > 0, x +6 > 0 och —z > 0, dvs

da —6 < x < 0. For dessa z fas
1
In(1 —z)+In(x + 6) + 21n§ =2In(—z)+In6 <—
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= x = — eller x = £ men eftersom —6 < x < 0 sa foljer att enda 16sningen
3

éira::—g. Svar: £ = ——.
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3. f(z) ar definierad da 2 —e ¥ >0 <= e " <2 <— /ln ar injektiv/ =

<— —1r<In2 < x> —1In2. Fordessax fasatt y=+v/2—e?% —
— P =2—e" = =2y = —:Uzln(2—y2) — = —1n(2—y2)
dvs ekvationen y = f(z) har hogst en 16sning for varje y vilket visar att f &r injektiv
och att f~1(y) = —In (2- y2).

Svar: Dy ={z:2x>—-In2}, f'(z) = —In(2 - 2?).
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(b) Eftersom 2 > 0 sa ar 0 < arctan2 < z, och dérmed kan arctan?2 illustreras

i en ratvinklig triangel med motstaende katet = 2, nérliggande katet = 1 och

1
hypotenusa = /12 + 22 = /5 (gbr det!). Alltsa ér cos(arctan 2) = N

Svar: —.
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(c) Eftersom sin®z 4 cos?z = 1 och sinz < 0 (eftersom —g < z < 0) sa foljer

2+/2
att sinz = —v/1 —cos?2 2 = —1/1- —\Bf. Av detta fas att

Sln(l’—g)—SID.I‘COSE—COS%SIH%*— .
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Svar: —
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5. (a) 2% =e™% da x >0 och a € R.

Svar: 2% = e2!n?,
(b) Lat w =z + 21/4 s fas ekvationen w* = —2i. Skriv talen pa pa polar form. Med

w = re®, dir r > 0 och v &r reellt, och —2i = 2e /2 f3s

4
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— m nw  dvsw=27%e'\"87 2/ dirmnarheltalochn =0, 1, 2, 3 ger

de fyra olika rotterna till fjirdegradsekvationen.
Slutligen fas att z = w — ol/4 — ol/4 ( i(=5+%) _ 1) darn =0, 1, 2, 3.

Svar: z = 21/4 (ei(*% ) —1), n=0,1, 2, 3.
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6. Eftersom 3 > 0 och —1 < —— < 0 &4r 0 < arctan3 < T och T < arccos (—) <7
V5 2 2 V5
- 3 tan (arctan 3) + tan (arccos (—%))
dvs — < a < —. Dessutom ar tana = =
2 2 1 — tan (arctan 3) - tan (arccos (—%))
9 sin (arccos ( 25>> \/ 1 — cos? (arccos ( %))
= /tan (arccos <—\/5>> = 5 5 =
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! 2 31
= 3 - ——, eftersom sin (arccos <—>> > 0/ -z —— 1 = 1, vilket ger
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a = % + 7n for nagot heltal n. Av dessa vinklar dr det endast a = % + 7= ZTF som
3 5
uppfyller villkoret g <a< g, dvs a = Zﬁ

(Alternativ: arctan 3 ar ett argument till talet z = 1+ 3¢ och arccos <—2 / \/5) ar ett ar-

gument till talet w = —2+i. Alltsa dr (1+43i)(—2+i) = /10! 2retan3. /5 arccos(~2/v/5) —

— \/%ei(arctan3+arcc0s(—2/\/5)). Men (1 4 32)(—2 4 Z) = —5 —5i = \/%eig)ﬂ'/ll’ s§
arctan 3 + arccos (—2/\/5) = 5m/4 4+ n2n for nagot heltal n. Av alla dessa dr det

endast b /4 som ligger i intervallet m/2 < o < 37r/2.>
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7. 254 2=1 < 2°+42—1 = 0. Femtegradsekvationen har fem lésningar, om man
raknar 16sningarna med deras multiplicitet. Av dessa &r exakt en 16sning reell, ty:

e Polynomet P(z) = 2° + z — 1 har reella koefficienter, sa om P(z) = 0 fér nagot
icke-reellt tal z sa &r &ven P(zZ) = 0. Av detta foljer att det maste finnas minst ett

reellt nollstélle (ty det finns ett jaimnt antal icke-reella nollstallen, med multiplicitet
riknad).

e Tittar vi pa reella z ser vi att P(z) = 2° 42z —1 ér stringt viixande, si P(z) = 0 har
hogst en reell 16sning.

Eftersom P(0) = —1 < 0, P(1) =1 > 0, P(z) ar strangt vaxande och P(z) = 0 har
exakt en 16sning, foljer att det reella nollstéllet z; uppfyller 0 < z1 < 1.

Lat de Ovriga nollstéllena vara zo, 23, z4 och z5 (dér zo = z3 och z4 = Z5). Da kan
polynomet faktoriseras: P(z) = 2° 4+ 2 —1= (2 — 21)(2 — 22)(2 — 23)(2 — 24) (2 — 25) och
med z = 0 fas att 2129232425 = 1. Saledes ar |z120232425| = |21]- |22 23] |24] - |25] = 1 sa

1
|22 |23 | 24| 25| = = > 1. Menom |z;| < 1{6r k = 2,3,4,5sablir |z2]-|23]-|24]-|25| < 1,
21
vilket ger en motségelse. Alltsa maste minst en av |zg| > 1, dvs minst en 16sning (minst
tva, eftersom konjugatet ocksa &r en 16sning) ligger utanfér enhetscirkeln, v.s.v.
(Alternativ: Antag motsatsen, dvs att alla zj uppfyller |z| < 1, k =1,2,3,4,5. Men

2129232425 = 1, sa da foljer att|z,| = 1, k= 1,2,3,4,5. Eftersom ekvationen har minst
en reell 16sning, maste diarmed z = 1 eller z = —1 vara en Isning. Men kontroll visar
att P(1) =1+# 0 och P(—1) = —3 # 0. Alltsa far vi en motsédgelse. Alltsa maste minst

en av zp uppfylla |z;| > 1, v.s.v.



